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Vorwort 



Die Yeranlassang zur Abfassxmg dieses Baches lag für 
mich in zwei ümst^den. Erstens habe ich beim mathe- 
matischen Unterricht vielfach erfahren^ dafs gerade solche 
Aufgaben^ wie sie hier vorgelegt werden^ Aufgaben^ welche 
man auf den Schulen kurz unter dem Namen ^^ quadratische 
Gleichungen^' begreift^ mit grofser Vorliebe und besonderem 
Interesse gerechnet werden. Zweitens sind in den Lehr- 
büchern und Aufgabensammlungen die Aufgaben dieser Art 
nur in geringer Anzahl vertreten; die interessanteren finden 
sich in der bekannten Sammlung von M. Hirsch. Daher 
sind hier solche Gleichungen in Menge aufgestellt und zu- 
gleich die Methoden angegeben^ durch welche dieselben mög- 
lichst einfach gelöst werden. 

Alle vorkommenden Gleichungen sind quadratischer Natur. 
Einfache Gleichungen sind nur des Vergleiches halber aus- 
nahmsweise angeführt, und wenn auch sehr viele Gleichungen 
vom vierten oder scheinbar von einem höheren Grade sind, 
wenn auch bei manchen Aufgaben mit zwei unbekannten 
die Elimination der einen Unbekannten für die andere eine 
Gleichung liefert, welche über den 20. und selbst 30. Grad 
hinauszugehen scheint, so sind doch alle Aufgaben der Art, 
dafs ihre Auflösung mit Hülfe quadratischer Gleichungen be- 
schafft werden kann. Es kommt keine Aufgabe vor, zu deren 
Auflösung die Auflösung einer kubischen Gleichung erforder- 
lich wäre. Oft wird man freilich nur durch eine geeignete 
Behandlung eine Gleichung höheren Grades vermeiden; sie 
läfst sich jedoch immer vermeiden. Wie dies geschieht und 
wie man auf dem einfachsten und kürzesten, oder dem all- 
gemeinsten Wege zur Lösung gelangt, zeigen die zur Auf- 
lösung gegebenen Methoden, welche, wie es mir dem Zwecke 
des Buches mehr zu entsprechen schien, den einzelnen Auf- 
gaben beigefügt und nicht in einem besonderen Kapitel für 
sich aUein abgehandelt sind. 

Im allgemeinen sollten die Aufgaben so beschaffen sein, 
dafs man sie auf den Schulen schon zu den schwierigeren 
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zählt. Leichtere Aufgaben konnten jedoch ans mehrfachen 
Gründen nicht ausgeschlossen werden. Manche sind des Ver- 
gleiches halber oder der gröfseren Vollständigkeit wegen an- 
geführt; manche^ um an sie die zu machenden Bemerkungen 
zu knüpfen oder auf sie die gemachten Erörterungen anzu- 
wenden, eine gröfsere Anzahl endlich, weil ich sie für inter- 
essant genug hielt, unter den schwierigeren Aufgaben einen 
Platz einzunehmen. 

Aufserdem haben mich bei der Au&ahme und Aufstellung 
der Aufgaben hauptsächlich zwei Gesichtspunkte geleitet: 
erstens solche Gleichungen zu Uefem, deren Bearbeitung dem 
Schüler Interesse gewährt; zweitens zu zeigen, wie vielfach 
verschiedenartig und oft scheinbar schwierig die Aufgaben 
sein können, welche sich mit alleiniger Hülfe quadratischer 
Gleichungen lösen lassen. 

Interessant kann eine Gleichung vorzugsweise hinsicht- 
lich ihrer Form, oder hinsichtlich üires Resultates und in- 
sonderheit der Form ihres Resultates sein. Manche Gleichung 
hat in ihrer Form eine, gewisse Symmetrie, sie ladet den 
Schüler gleichsam ein, sie zu behandeln und ihre Auflösung 
zu versuchen. Bei manchen ist das Resultat ansprechend; 
der Schüler fühlt sich für die Mühe der Auflösung belohnt, 
wenn er ein unerwartet einfaches oder seiner Form wegen 
eigentümliches Resultat findet. Auch hinsichtlich ihrer Be- 
deutung oder Anwendung, wie hinsichtlich der Art ihrer 
Auflösung können Gleichungen von Interesse sein. Dafs 
nicht alle Gleichungen in jeder Beziehung interessant sind, 
ist natürlich. Wer jedoch die hier gelieferten Gleichungen 
näher ansieht, wird, wie ich hoffe, das Bestreben in dieser 
Richtung nicht verkennen. 

Was den zweiten Punkt, die Mannigfaltigkeit und Schwie- 
rigkeit der Aufgaben betrifft, deren Auflösung auf so einfachen 
Voraussetzungen beruht, so wird der Sachkundige gewifs 
zugeben, dafs ich denselben in ziemlich umfassender Weise 
erledigt habe. Die Anzahl der in den Lehrbüchern und Auf- 
gabensammlungen vorkommenden Aufgaben dieser Art ist jeden- 
falls nur eine geringe gegen die ATiza,h1 der hier gelieferten. 
Diese beläuft sich mehr durch Zufall, als infolge einer Ab- 
sicht gerade auf 1000. Ursprünglich ging sie über 2500 hinaus; 
da jedoch eine solche Menge von Aufgaben für den vor- 
gestellten Zweck zu grofs und das Buch zu voluminös wurde, 
so habe ich über die Hälfte der Aufgaben gestrichen und 
bin der Ansicht, dafs diese Reduktion dem Buche um so 
eher Eingang verschaffen wird. Die wenigen Aufgaben, 
welche nicht von mir herrühren, habe ich, so weit meine 
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Eriimenmg und Notierung reicht^ wenn sie nicht ganz all- 
gemeiner Natur Bind^ an der Nummer mit Sternchen yersehen. 
Alle übrigen sind von mir selber aufgestellt. 

Für die Anordnung der Aufgaben sind die Schwierigkeit 
und Ähnlichkeit mafsgebend gewesen. Die Natur derselben 
brachte es mit sich^ dafs im ersten Teil und in den beiden 
ersten Abteilungen (A und B) des^ zweiten Teiles zunächst 
die Schwierigkeit und dann die Ähnlichkeit berücksichtigt 
worden und somit die Aufeinanderfolge eine stufenmälsig 
fortschreitende ist. In der dritten Abteilung des zweiten 
Teils (G) und im dritten Teil ist die Ähnlichkeit yor der 
Schwierigkeit in Betracht gezogen^ und die Aufgaben sind 
gruppenfutig aneinander gereiht. Obwohl eine ziendiche Sorg- 
falt auf die Anordnung der Aufgaben verwendet ist; hat es 
wegen der Verschiedenheit derselben doch nicht vermieden 
werden können ^ daCs ähnliche Aufgaben auseinander gerissen 
sind und leichtere Aufgaben zwischen den schwierigeren 
stehen. Aus diesen Gründen liefs sich die Art der Auf- 
gaben nicht immer mit wenigen Worten angeben, und die Über- 
schriften in den Abteilungen des ersten und zweiten Teils 
können fast nur zur oberflächlichen Orientierung dienen. 

Die meisten Gleichungen sind in Buchstaben gegeben. 
Viele würden an ihrer Eigentümlichkeit und an ihrem Inter- 
esse etwas verlieren^ wenn sie rein numerisch wären. Nur 
bei solchen Gleichungen, welche für die Lösung auf ver- 
wickelte Formen von keinem Interesse fOhren, sind aus- 
schliefslich Zahlen angewendet. Bei manchen ist der all- 
gemeine Fall in Buchstaben behandelt und es sind besondere 
Beispiele in Zahlen hinzugefügt. 

Hoppenrade, im Februar 1868. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Das Buch wurde bald nach seinem ersten Erscheinen 
in mehreren Zeitschriften aufserordentlich günstig beurteilt. 
In der Zeitschrift für Gymnasialwesen heilst es mit grolser 
Anerkennung der Arbeit unter anderem: Gerade ein sol- 
ches Buch scheint uns für die Lehrer an Gymnasien 
und Realschulen zur eigenen Förderung und zur Be- 
lebung ihres Unterrichts geeignet wie wenige. Die 
Pädagogische Revue sagt von den Gleichungen: Interessant 
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in der Form der Aufgabe^ elegant in der Auflösung^ 
knrz in den Resultaten. Die Illnstr. Zeitung sagt bei 
einer Empfeblung des Buches: Das Buch ist nach jeder 
Richtung hin ausgezeichnet. Dessenungeachtet sind fast 
acht Jahre yerflossen^ bevor eine zweite Auflage nötig 
wxurde. Das Weist, der Leserkreis mufste ein zu geringer 
sein. Ursprünglich ist das Buch hauptsächlich ftir Lehrer 
bestimmt^ damit sie aus demselben ihren SchiUem das mit- 
teileU; was ihnen passend erscheint. Auch angehende Mathe- 
matiker werden manche Betrachtungen in demselben finden, 
welche sie in der Behandlung algebraischer Ausdrücke ge- 
wandter machen und die auch für spätere Studien vielfache 
Anwendung finden. In der zweiten Auflage sind zunächst 
die Erläuterungen überall; wo sie noch zu kurz zu sein 
schienen; in der Art erweitert; dafis auch strebsame Primaner 
das Buch mit Nutzen werden gebrauchen können. Wenn 
sie nur so ziemlich dem Gtmge des Buches folgen, nicht 
aus zu grofser jugendlicher Kühnheit gleich die schwie- 
rigsten Aufgaben angreifen; so werden nur wenige Aufgaben 
übrig seiU; welche sie nicht mit Hülfe der vollständig an- 
gegebenen oder angedeuteten Auf lösungsmethode zu bewältigen 
imstande sind. Zweitens ist eine gro&e Menge von Zahlen- 
beispielen hinzugefügt; damit junge Mathematiker sich auch 
hierin versuchen, die Lehrer ihren Schülern direkt solche 
Aufgaben diktieren können und überhaupt auch in dieser 
Beziehung möglichst viel Abwechselung herrscht. Drittens 
ist in der zweiten Auflage besondere Rücksicht auf die 
Bardeysche Aufgabensammlung genommen. Es sind zu dem 
Zwecke manche Aufgaben hinzugefügt, so dafs dies Buch 
jetzt fast alle schwierigen quadratischen Gleichungen der 
, Aufgabensammlung enthält; und ein ausführliches Register 
giebt aU; wo hier die Aufgaben der Aufgabensammlung zu 
finden sind. So ist die zweite Auflage wohl mit Recht als 
eine verbesserte und vermehrte zu bezeichnen; und wird, wie 
ich hoffe, nicht nur Lehrern der Mathematik willkommen 
sein, sondern auch vorgerückteren Schülern und angehenden 
Mathematikern Nutzen und Interesse gewähren. 

Brandenburg a. d. H.; im Juli 1876. 
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Vorwort zur dritten Auflage. 



Es sind mehr als 160 neue Aufgaben hinzugefügt; die; 
wie ich glaube; far die Leser von Interesse sein werden, so 
im ersten Teil fast aUe Aufgaben von Sl^ — 862, 86, — STjo, 
118 — 122i; 240 — 2445, 361 — 364^ u. s. w. Zu den bei 
Aufgabe 406 im ersten Teil angeführten Sätzen sind die 
Beweise gegeben. Ich hielt diese Beweise für einen angehen- 
den Mathematiker, der die meisten yorherirehenden Aufgaben 
mit YerstandiuB durchgerechnet hat, niclt für zn scW 
Da jedoch ein Eecensent; Herr Dr. E.; der sich sonst mehr- 
mals über das Buch sehr lobend geäufsert hat, in einer 
Recension bemerkte, ich hätte die Sätze wohl selber nicht 
verstanden; sonst hätte ich die Beweise in der zweiten Auf- 
lage wohl hinzugefügt, — so konnte ich nicht umhiU; die 
Beweise yollständig zu geben, obwohl die Theorie hier jetzt 
umfangreicher geworden ist; als sie sonst der ganzen Anlage 
des Buches nach sein sollte. Aus den Beweisen werden die 
Leser ersehen; dafs die Sätze auf der Hand liegen; dafs sie 
kaum eines Beweises bedürfen. — Das ganze Buch ist revi- 
diert; jedoch wenig geändert; nur bei einigen Aufgaben sind 
noch Bemerkungen über die Auflösung hinzugefügt. 

Herr A. Baist; Stud. math. in Erlangen; hat mir eine 
gröljsere Anzahl von Druckfehlem; die er bei einer fast voll- 
siändigen Durcharbeitung des Buches gefunden hat; mit- 
geteilt. Dafür spreche ich ihm hier meinen Dank aus. 

Bad Stuer, im Juli 1883. 



Vorwort zur vierten Auflage. 



Die neue Auflage ist nicht wesentlich geändert; nur 
sind noch einige Druckfehler gefunden und verbessert; 
auch einige Losungen erweitert. Besonders sind Druckfehler 
von Herrn Lehrer A. Nowacki in Breslau und von Herrn 
Postsekretär M. Hercher in Nordhausen mitgeteilt. Ich 
sage ihnen dafür meinen besten Dank. 

Bad Stuer; im Winter 1893. 
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Vorwort zur ffinften Auflage. 



Bei der Bearbeitung der fünften Auflage, die ich auf 
Wunsch der Verlagsbuchhandlung übernommen habe, glaubte 
ich an dem Zuschnitt des Buches im ganzen nichts ändern zu 
sollen. Allerdings sind sowohl die Einteilui^, wie die Be- 
handluii^ des Stoffes im ganzen nicht einwandfrei, bei der 
ersteren lafst sich eine scharfe Unterscheidung der einzelnen 
Aufgabengebiete bisweilen vermissen, die Behandlung des 
Stoffes entspricht nicht völlig dem gegenwärtigen Stande der 
wissenschaftlichen algebraischen Forschung. Indessen würde 
eine Berücksichtigung der Forderungen, die man vom wissen- 
schaftlichen Standpunkte aus erheben kann, eine vollständige 
Umgestaltung des ganzen Buches bedingt haben, das ja auch 
seiner Tendenz nach kein eigentlich wissenschaftliches Werk, 
sondern ein Hülfsbuch für den Unterricht sein soll, bestimmt, 
dem Lehrer Material für eine vertiefendere und zusammen- 
fassendere Behandlung der quadratischen Buchstabengleichungen 
an die Hand zu geben. 

Demgemäfs habe ich mich darauf beschränkt, im einzelnen 
die Verbesserungen anzubringen, die die Erreichung des eben 
gedachten Zweckes in einem höheren Grrade zu sichern ge- 
eignet erschienen. 

Solche Verbesserungen bezogen sich zunächst auf den 
sprachlichen Ausdruck, der vielfach einer Berichtigung be- 
durfte, teils weil er mit anerkannten Ausdrucksregeln im 
Widerspruch stand, teils auch weil sich die sprachliche Dar- 
stellung nicht genau genug mit dem deckte, was zum Aus- 
druck gebracht werden sollte. Solche Ausdrucksberichtigungen 
sind auch an einem Teil der Kapitelüberschriften vorgenommen 
worden. 

Die für die einzelnen Gleichungen gegebenen Lösungen 
waren z. T. anfechtbar, teils durch Aufstellung gewisser Werte, 
die nur bei sehr künstlicher Interpretation als Lösungen gelten 
konnten, teils auch, weil umgekehrt die Lösung nicht ganz 
vollständig war. Neben den in dieser Hinsicht erforderlichen 
Berichtigungen der Resultate habe ich auch die Angabe der 
Lösungswege an einzelnen Stellen teilweise abgeändert, unter 
Umständen auch eine bisher fehlende Angabe über ein nicht 
ohne weiteres ersichtliches Lösungsverfahren neu hinzugefügt. 

Dann schien es mir wünschenswert, an mehreren Stellen 
den innem Zusammenhang verschiedener Aufgaben schärfer 
hervorzuheben, in eine wissenschaftlich strengere Form zu 
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brmgen und eingehender zu begründen. Der YerfiMser des 
Baches hatte überall die mittels der korrespondierenden 
Addition und des Ton ihm sogenannten Eorrespondenzsatzes 
zu bewirkenden Lösungen derart beTorzugt, dafs die sonst 
von ihm nebenher angegebenen Losungsmethoden nicht überall 
zu ihrem ToUen Rechte kamen. Ich habe hier namentlich 
der Behandlung der symmetrischen Gleichungen eine um- 
&ssendere, besser zusammenhängende und schärfere Fassung 
zu geben gesucht^ auf die Erfüllung dieser Forderung aber 
auch noch an anderen Stellen mein Augenmerk gerichtet, 
so z. B. den von dem Verfasser selbst nicht hervorgehobenen 
inneren Zusammenhang zwischen der korrespondierenden 
Addition und dem „Korrespondenzsatz'' näher erörtert. 
Besonders habe ich auch die vom Verfasser etwas stiefmütter- 
lich bedachten trigonometrischen Lösungen der dafür ge- 
eigneten Aufgaben nicht unerheblich erweitert, dabei auch 
auf die associative Bildung der in solchen Gleichungen 
auftretenden Ausdrücke hinweisend. Die bei diesem Anlals 
gegebene Herleitung der trigonometrischen Formen für die 
Lösung der verschiedenen Fälle der allgemeinen quadratischen 
Gleichung wird vielleicht manchen Leser interessieren. 

Alle diese Neuerungen konnten nicht erfolgen, ohne dafs 
zugleich die Zahl der behandelten Aufgaben an mehreren 
Stellen einen Zuwachs erfahr, der zugleich den in der 
Neuausgabe der „Methodischen Aufgabensammlung" vor- 
genommenen Änderungen Rechnung trug. Doch war es 
möglich, diese neu hinzugefügten Aufgaben ohne Änderung 
der vorhandenen Nummern durch Anwendung von Nummern 
mit Indices einzufügen, nur an zwei Stellen ist eine kleine 
Änderung in der Numerierung erfolgt. Die am Schlüsse 
des Buches gegebene Tabelle der in dem vorliegenden Buche 
und der Metibodischen Aufgabensammlung zugleich auftreten- 
den Aufgaben ist entsprechend den in der Sammlung zugleich 
vorgenommenen Änderungen berichtigt worden. 

Ich gebe mich der Hoffiiimg hin, dafs diese Änderungen 
von den Freunden des Buches als Verbesserungen beurteilt 
werden. 

Nordhausen, im Oktober 1901. 

F. Fietzker. 
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Bezeiclumngen und Abkfirzimgen. 

1. Die im Text yorkommenden römiBchen Zahlen I und 11 bezeichnen 
den ersten und den zweiten Teil, die arabischen Zahlen die betreffenden 
Nummern der Aufgaben. Steht bei der Zahl keine I oder ü, so ist die 
Nnimner desselben Teils gemeint. 

2. Die Quadratwurzeln sind fast durchgehends nur mit einem 
Zeichen versehen, ihre Doppeldeutigkeit wird als selbstverständlich an- 
genommen. — Ist fülr eine Quadratwurzel der Kürze halber ein Buch- 
stabe (r oder t) gesetzt, so hat auch dieser meist nur ein Zeichen er- 
halten und seine Doppeldeutigkeit ist nicht weiter bezeichnet. 

3. Der Kürze wegen ist durchweg die Praxis beobachtet worden, 
Operationen, die eigentlich an den beiden Seiten einer Gleichung vor- 
zunehmen sind, als eine an der ganzen Gleichung vorgenommene 
Operation zu bezeichnen. Demnach ist z.B. unter dem Ausdrucke: „das 
Quadrat einer Gleichung ^^ eine neue Gleichung zu verstehen, deren 
Seiten die Quadrate der ursprünglichen Gleichung sind. 

4. Das L. hinter jeder Aufgabe bedeutet „Lösung" oder „Lösungen", 
ein g. in der Angabe der Resultate „giebt" oder „geben". 

6. Sind a und h die Wurzeln einer Gleichung, so ist statt der 
gewöhnlichen Schreibart 

meistens kurz geschrieben 

x = a^ b. 
Steht demnach als Lösung 

so heifst das wegen 2. nach der gewöhnlichen Bezeichnung 

6. Ähnlich ist die Abkürzung der Gleichungen mit mehreren un- 
bekannten. Statt der gewöhnlichen Bezeichnung bei einer Aufgabe 
mit zwei Unbekannten und drei Wurzelpaaren 



ist kurz geschrieben 



oder auch nebeneinander 

a; = fl4, a,, a^; t/ = &i, 6,, &,. 

Als zu einander gehörig sind dabei regelmäfsig die Werte von 
X und y anzusehen, die selbst an entsprechenden Stellen stehen, oder 
durch die Stelle des Vorzeichens innerhalb des Lösxmgsausdrucks als 
einander entsprechend gekennzeichnet sind. 

7. Die oft vorkommende Abkürzung korr. Add. heifst korrespon- 
dierende Addition (s. L 18). — Die ebenfalls oft vorkommende Ab- 
kürzung KS. heifst Korrespondenzsatz (s. 1. 19). 



x^- 


= a^ a:, = a, a^, = a^ 


Vi- 


= &i y« = &2 yi = \ 




x — Oi, a,, Oj, 




2/-6i, 6j, ftg; 



xm 
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Erster Teü. 



GWeichTingen mit einer XJnbekannten. 




. Seine quadratische Gleiehungen., 

1. (x + a + b) (x - a + b) + (x + a -h) (z - a "b) '^ 

L. a: - )/a»-6l 

öleichnngeii; welche nngeändert bleiben^ wenn 
man x überall das entgegengesetzte Zeichen giebt, 
können nur gerade Potenzen von x enthalten. 

So geht in Gleichung 1, wenn man — x statt x setzt, 
das 1. Glied in das 2. und das 2. Glied in das 1. über; die 
Gleichung ändert sich also nicht. 

Bei der Auflosung solcher Gleichungen hat man daher 
nur auf die Glieder mit geraden Potenzen von x zu 
achten, d. h, bei quadratischen Gleichungen nur auf die Glieder 
mit x^ und die ohne x. Die Glieder mit den ungeraden Po- 
tenzen Yon X fallen von selbst fort. 

Hierher gehören alle reinen quadratischen Gleichungen, 
bei denen indessen diese Eigenschaft nicht immer sofort 
erkennbar ist. Die nachfolgenden Gleichungen lassen die 
Yertauschbarkeit zwischen x und — x yon vornherein er- 
kennen. 

2. ia + x)(b + x) + (a + x)(b-x) + (a^x)(h + (c) + 
(a — x) (b — x) ^ x^ 

L. a; = 2 Yab, 

3. (a + bx) (b — ax) + {b + cx) (c — bx) + {c + ax) (a — cic)«0 

L.xic « ± 1. 

Auch hier, wie in 4 und 5, läfst sich leicht übersehen, 
dals die Glieder mit der ersten Potenz von x sich fortheben. 

Bardey, Algebraische Gleichungen. 5. Aufl. 1 



) A. Beine quadratische Gleicliiingei\. ^ 

4. (o + 6«) (aa; - 6) + (6 + c«) (6a; — c) Ä * -- ** ^ 



+ (c + ai;)(ca;-a) = i(o»+6»+c*) IjsQUf'Zi^) 

ya (6c + oc\ 
5. (a + «) (6 - «) + (1*? a«)"U - hx) = (a + h)(l + a^ 



-1)(&-1) 



(a + l)(& + l) 

6. (a + x)(b + X) {c-x) + {a + x) (p-x) (c + x) + (a-x). 
(6 + a;) (c + a;) + (a - a;) (6 — a;) (c + x) + (a-x) [b+x). 
{c — x) + (a + x) (6 — a;) (c — a?) = 6 abc 



T T / abc 



(a + b + e) 

7. (a + x)Q) + x) (c + x) + (a + x) (b + x) (c—x) + (a + x). 
(b - x) (c + x) + (a- x) (b + x)lc + x) + (a + x) (b-x), 
(c — x) + (a—x) (b + x){c--x) + (a'-'x)(b — x)(c + x) + 
(a — a;) (6 — a;) (c — a?) = Sa:* 

L. X ?= Yabc. 

8. (a + bb + x)(5^a + h + x)^^(a + b + xy 

L. x = Ya^ + 10 a6 + b\ 

Um, wie in 9 bur 11; übersieht man I^cbt^ was fBr 
Glieder Torkommen^ kann dieselb^i also bei der AnflSsung. 
der Elammeni zneammenaiehen und das Reenltat hinsehreiben. 

9. (a + bh + x) (ba + b + 3x) ^4(a + 2b + xy 

L. a: = y(a-&)(a + 116). 

10. (9a - 76 + aa?) (96 -^ 7a + 3a;) =- (3a + 36 + xy 

lu a:*=l/9a*--14a6 + 96l 

11. (a + 176 + x) (IIa + b + x)-:*9(a + b + xy 

L. a7 = ya*+34a6 + 6*. 

12. (x-a+ ny+ 9 (a? + a + 6)*« 4 (x + 2a + 46)» 

L. a; = ya*+10a6 + 6* (vgl. Nr. 8). 

Man bringt am einfachsten ein Qnadrat nach rechts^ 

z. B. das erste. Dann läfst sich die Differenz der Qnadrate 

rechts in zwei Faktoren zerlegen. Man erhalt, nachdem man 
durch 3 gehoben hat, 

3 (a? + a + 5)*=^ (a; + a + 56) (a; + 5a + 6). 



A. B^e qvadiktiMhe Oleiebangen. 3 

Die beiden folgendea Aufgaben trerdan «m einftehsten 
in deraelben Weise geldab 

12i. (2o - 26 + «)*+ 4(o + 2& + «)•— (8a + 3b + 2«)* 

L. j; = y{a -h)(a+ 116) (ygL Nr. 9). 
12,, (13o + 36 + 6xy+ 9{x-a + 6)»= 4 (7a + 36 + 2«)* 

L. a; = y'a*+6a6 + 6*. 

13. (3a + 36 - «)»+ (a; - 3a + 36)»= (a + 6 - Zx)*+ 
(3a! - a + 6)» 

L. X = /a* + 6*. 

Man Tertansche zwei beliebige Qoadrato von rechts und 
links, so erMlt man rechts tmd links Differenzen von Qua- 
draten, die sidi in Faktoren zerlegen lassen. 

13i. (2a! - 3a + 46)» + (2a! + IIa + 26)» - (a! - 8a + 36)» + 
(3a! + 8a + 36)» 

L. a! = ya*+ lOab + 6". 

13,. (3a! - 4o + 36)»+ (2x + a)»- (a? - 4a + 6)»+ 
(2a! - 3a + 46)» 

L. ar — ' Va» — a6 + 6». 

^ , ab , cd rt T l/äe 

^^ "SriF^ + pir^sir-O ^«-KO- 

Die LSstuig der Aufgaben 14 bis IT^ erfolgt am ein- 
fachsten^ wenn man die Oleichong durch Multiplikation von 
ihren Nennern befreit 

15- ^+i+Ä=2c L.x~y^ 

16. |if = |±| L.«-y56 

17. ^£+^=.«4+1 L. a!-±l 

ivSi=^ i'— ±1 

18. 4^=.|£|£±|? L.a! = y?+6"». 

1* 



4 A. Beine qnadratisclie Gleichungen. 

Man schreibe die Gleichung ab eine Proportion und 
wende den Satz von der Addition und Subtraktion der Glieder 

an. Das riebt zunächst -Ä- = ^-7 r, d.h. a;*— a'«6*. 

° 20 2 (a; — o) ' 

IstBamlich ^ = f 

SO ist auch: a) . p = -7: 

t) A±B _a±h 



C) 



A a 



A±B a±h 
und allgemeiner: 

mA-\-nB ma-f^d 



mA-^-nB ma-f n& 

5 h 



d) 

-V A a 

wo m; M; j) und g beliebige Gröfsen sind — Nach der Thesis 
mufs — =» T- seii^ Setzen wir demgemäfs -ä. = a<, B=^bt, 

so werden die Gleichungen a) bis f) identisch. 

Die Formel e) besitzt offenbar die gröfste Allgemeinheit; 
aus ihr lassen sich die anderen vorstehend angegebenen 
Formeln durch passende Wertannahmen fär die Faktoren 
m, n, p, 2 herleiten. Man hat also allgemein den Satz: 

Wenn 

(1) - = - 

ist, so ist auch 

xo\ *» J. + nB ma-\-nb 

^ ^ pA-\-qB pa'\-qh 

Dieser weiterhin vielfache Anwendung findende Satz soll 
kurz als der Satz von der korrespondierenden Addition 
(oder Subtraktion) bezeichnet werden, das durch ihn ver- 
mittelte Verfahren, aus der Quotientengleichung (1) auf die 
Quotientengleichung (2) zu schHefsen^ als korrespondierende 

Addition, oder, wenn man von (1) auf 

A a j j, A—B a — 6 

oder auf 



A-B a-b B b 

schliefst, als korrespondierende Subtraktion. 



A. Beine quadratische Gleichtingen. 5 

Hat man rechts c statt i-^ so schreibt man —• Dann 

1 

ist -g == c = j; woraus man schliefst 

A4-B c+l A-^-B c±t , ^ 

Ist -g gleich einem Wnrzelansdruck; dessen absoluter 
Wert durch den Bruch — dargestellt wird; hat man also 

-^ = ± — =s -. — } so ercriebt sich sofort 

mA-\-nB mu±nv A-^-B u±v 

pA-^-qB JP^i^t? A—B u'^v 

Wegen der vielfachen Anwendung dieses Satzes bei den 
vorkommenden Aufgaben mögen noch folgende Beispiele zu 
seiner Erläuterung hier eine Stelle finden: 

1 5±1 = « also a: = ?L+^ 
x—1 a—0 

^ x — b 7 ''6 12 — 7 

o 1—X 1— « 

l-\-x ' " 1 + a 

* aj-|-2 7 '^ 

o a; + a a (m + 1) 

^ ax-\-'b m & (w -f w) 

^' ax—h n '' a (w — n) 

& + a; n '' a — h w— n 

a + ft , a — ft m-\-n. 



X = — 



4. ** " . ^JlJLll*\ 
~ 2 w — w ^ 



an — bm 

*) Direkt würde man finden x = * Diese Form ist häufiff 

' m — n ® 

nicht so branchbar, wie die oben gefundene. Ähnliche Verschieden- 
heiten in der Form des Resultats finden in den beiden nächsten 
Nummern statt. 



A. Beine quadratidche Qleicliiingen. 

a — x m 1 a — h — ^x m — n 
-— — sss — > also pr — = — i — 

a — h a-\-b «• — n 



a? = 



2 w + n 



c — 05 , + &-- 2aj c—t 
5. i: = c, also — ' ^^ — == —r^f 

a4-h a — h c— 1 
^2 2 c+1 

o. — ^— = f-f also — « — -^^ 
u—v V a—o 

Ans dem Yerhältnis der Summe und Differenz 
zweier Oröfsen kann man das Verhältnis der 
Gröfsen selbst hinschreiben. 



UV u — v f a — 



26 

Hier hat man zunächst -r-* — '— -ttü^ daraus —A — rS; — 
= |±||. Jetzt radiciert man. — Aus dem gefundenen 

Resultat folgt nach 6. sofort 

u _y a + 2"&4-yo-26 
^ '~'ya + 2b-ya-U 
Daher der Satz: 

Aus dem Verhältnis der Summe der Quadrate 
zweier Gröfsen zu ihrem Produkte kann man 
sofort das Verhältnis der Summe dieser Gröfsen 
zu ihrer Differenz und somit das Verhältnis 
der Gröfsen selbst finden. 



o tt'-fwt?4-t>' a u4-v i/3a — b 

8. -j-' — j = rrf woraus — '— = l/ ^7: 

u^—uv-\-v^ b u — v Y %b—a 

Wer nach der korr. Addition in diesem und in ähnlichen 
Fällen das Resultat nicht sogleich hinschreiben kann^ der 

suche zunächst immer — — — und daraus nach 7. erst -^^• 

UV u— V 

— So hat man hier 

«*' + «?* a-\-b i*' + t>* a + & w'-|-t?* + 2uv 3a— & 



■9 —^ = 7: Trry 



UV a — b 2uv 2a— 2b u*-\-v* — 2uv Sb—a 

u. s. w. — Ähnlich verfahre man in den folgenden Auf- 
gaben. 



A. Beine qaadratUohe Gleiohnngeii. 
UV b u — V r a — 



Ab 






uv b^ *' u — v V a — 



b^ 















Man quadriert hier nämlich^ multipliciert im Nenner 

mit 4 und bildet den neuen Nenner aus der Differenz des 

Zählers und des Nenners. Das giebt 

(u* + vy ^ g» 

Jetzt ist nur zu radicieten^ um die angegebene Formel 
zu erhalten. — Sind u und v zwei Quadratwurzeln^ so 

sind die Wurzelzeichen im Quotienten ^^i_^t ^ 
Bohwunden. 

u+v a u+v a 

16. -T=- = T' daraus ~ 



er- 

U' — V^ 



Yui & <*-«' ya«-4&« 

Man verfahrt ganz, wie in 15. 

Auch in den nächstfolgenden Aufgaben (19 bis 22) 
findet das Verfahren der korr. Addition zweckmäXsig seine 
Anwendung. — In manchen Aufgaben wird durch Anwendung 
der korr. Addition ein Faktor sichtbar, durch dessen Fort- 
heben sich die Gleichung rereinfftcht (29 bis 35). 

IQ a + 4:& + a? _ 3&-o + a; ^ ^ ^ , / a , .q,» 

l9-a-46 + a. = 3& + a-a. L. a? « |/a« + 126«. 

Durch korr. Add. erhält man zunächst ^ =- -^. 
Wäre die Gleichung in der Form 

W aj-a-f8&'"a + 8&-aJ 



g A. Beine quadratische Gleichimgeii. 

gegeben^ so könnte man ein ähnliches Yerfahren mit den 
Zählern und den Nennern der beiden Brüche Yomehmen; wie 
man es oben bei der ursprünglichen Gleichung mit dem Zähler 
und dem Nenner jedes Bruches gethan hat. Ist nämlich 

gegeben^ so ist auch allgemein 

A C mA + nC P^ + qC 



(2) 
(3) 



B D mB + nD pB + qD 

A^_ C^_ mA* + n(P __ pA* + qC* 
B»"" D«"~ mB'^ + nD^ "" pB* + qD* 



WO m, n, p und q beliebige Zahlen sind. Der Beweis wird 

daa^ grf«hrt, d^ ™. 1-^=,, ^„ ^_ J,., 0-I>. 

setzt. Dann finden sich die Werte der in den Formeln (2), 
(3), (4) auftretenden Quotienten bezw. gleich z, js^ oder Yz. 

Die Herleitung der Gleichung (2) aus der Gleichung (1) 
findet ihren Ausdruck in dem folgenden Satze: 

Sind zwei Quotienten einander gleich; so kann 
man beliebig viele gleichwertige Quotienten 
erhalten^ wenn man jeden der beiden gegebenen 
Quotienten mit einer beliebigen Zahl erweitert 
und die Zähler für sich und die Nenner für 
sich addiert oder voneinander subtrahiert. Die 
Verbindung der Zähler giebt den Zähler^ und 
die Verbindung der Nenner giebt den Nenner 
des neuen Quotienten. 

Im Grunde genommen stellt dieser Satz nur eine besondere 
Anwendung der korr. Addition dar. In der That läfst sich 

aus der Gleichung (1) zunächst folgern ^ = 5 nnd hieraus 

wieder nach 18 e) 

mA + n (7 mB + nD , mA -\-nC C A 

C "~ 5 ' ^^®^ mB + nB~B~B' 

Die Häufigkeit; in der diese Anwendung der korr. Addition 
auftritt; rechtfertigt die Einführung eines besonderen Namens. 



A. Beine quadratische Gleichtingen. 9 

Der in Bede stehende Satz soll im folgenden ab Eorre- 
spondenzsatz (abgekürzt ES.) bezeichnet werden. 

Anch hier sind namentlich die Fälle zn beachten^ in 
denen die Ghröfsen m, n, p, q die Werte + 1 oder -- 1 haben. 
Man spricht dann von der Anwendxmg des Eorrespondenz- 
satzes mit Addition oder mit Snbtraktion. So hat man beispiels- 
weise die leicht zn verstehenden Sätze: 

Aus der Gleichung (1) folgt nach dem ES. einfach 

durch Addition: 

Ä _ C _ A+ C 

B^ D ~ B + D' 

einfach durch Subtraktion: 

Ä _C Ä-C 
B~^B~B-'B' 

Hat man die Gleichung 

so' kann man den Quotienten rechts mit x^ erweitert denken, 
den ES. mit Subtraktion anwenden und daher sofort hin- 
schreiben: 

3a; — 6 a 

5ic — 3 m 
Hat man 

x^ — ^x — l 2a; — 4 **^ 

a;»-3a;* + 2a?-l "~ 2a;'-6a; + 6 ^^ 

SO kann man aus dieser Gleichung , indem man den ersten 
Quotienten mit 2, den zweiten mit x erweitert denkt und 
den ES. mit Subtraktion anwendet, sofort hinschreiben: 

2 2a; — 4 

ä+^~2a;«-6a; + 5 ^•®•^• 

Hat man die Gleichung 

2a + &4-Sa; 4a — & 2& — a + a? 

■ ' ■ ■ . 

2&4"öt + 3a; 4& — a 2a — 6-f^ 

bringt den zweiten Faktor der rechten Seite nach links und 
entwickelt; so erhält man 



*) S. Arithmetisclie Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik von 
E. Bardey. Neue Ausgabe, Abschn. XIX, Nr. 155. 

**) S. Arithmetische Aufgaben von E. Bardey. Neue Ausgabe, 
Abschn. XXTÜ, Nr. 118. 



10 A. Beine qnadraÜBche Gleiclrangen. 

4&* — a' + 86aj — 2aa; + 8«"""46~o* 

Denkt man sich den Qnotienten rechts mit 2x erweitert , so 
erkennt man sofort^ dafis die Glieder mit x nach dem ES. 
fortfallen. Man hat ohne Rechnung 

Ebenso erhalt man ans der Gleichung (a) nach dem ES. 
einfach durch Addition und Subtraktion sofort: 



Sh X 

x-\-6a-\-h Ä — a + 5 

o; — 8a + & a — x-^-Zb 

a — lh-^-x a-\-6h-\-x 

la — b^x 6a-\-h-\-x 

3a — ft — a; 6b — Sa-\-x 



U.S.W. 



L. 


X-- 

X' 


=ya» 


+ lOaft + 6» 


L. 


• 


+ Mab + 6» 


L. 


»» - 14oft 4- 96« 



20. 
21. 
22 

a — Zb'\-x Öa — 3&-f^ 

oQ Sa-2& + 3aj a; — o + 2& ^ 0->^ jt 

^^- a-26 + x 3:r-8«+2& L- « = V«(« " &)• 

Bei dieser und den folgenden Aufgaben (bis 28) wird 
man durch eine geeignete oder wiederholte Anwendung der 
korr. Add. oder des Eorrespondenzsatzes die Gleichung wesent- 
lich vereinfachen können; gelangt jedoch auch schnell und 
leicht zur Lösung ^ wenn man die Nenner fortschafft und die 
gleichartigen GUeder zusammenzieht^ also den gewöhnlichen 
Weg einschlagt. 

o — 26 + * Src — 6a-f4& ^ 
rtt 6o — Oft + rc 3a — 66 + 3aj • ,77 tst? — i — öT\ 

26. " + ^r« ^^^^ü^ L. a; = ya»-a6 + 6» 

8a — & — 3a: a — Öo + a; ^ ' 

c^o 6a — 6 + a; 2(2a — 6 + a;) y ,/-5 t-j — , , ,8 

on 7a — ft + a: a a + 66-f a; ^ ,/~¥~"i — öl — x — i^T« 

a. Nach 18 c. hat man hier zunächst durch korr. Subtr.^ 
um das x aus dem Nenner fortzuschaffen^ 



A. fieine quadraÜBche Gleichungen. H 

la — h-^-x __ a{a -}- 6b -\- x) 
8(a-&) a*-6* + (a-2»)« 

(7a — 6 + a?) (öt + 6 + a?) == 8a(a + 5& + a?) u.s.w. 

Ähnlich wird man in 30 his 31, verfahren. Es hebt sich 
in den vier folgenden Aufgaben der Faktor a --b, in 31^ 
der Faktor a + b fori Dafs die Gleichungen diese Faktoren 
haben; erkennt man sofort; weil sie bzw. durch a — & = 0; 
d. h. durch 6 == a, und durch a + & == 0, d. h. 6 = — a, er- 
füllt werden. 

b. Allgemeiner wird man^ da sich in manchen Gleichungen 
dieser Art kein Faktor forthebt oder ein solcher nicht so 
leicht erkennbar ist, verfahren; wenn man den dritten Quo- 
tienten nach links bringt und entwickelt. Bier erhalt man 

36a* + 2o& -• &* + 12ax -f a?* « 

« 

Nach dem ES. (s. Nr. 19) müssen sich die Glieder mit x 
fortheben. Wendet man nach Streichung der Glieder 12 ax 
und 12bx korr. Subtr. nach 18c. an, so erhalt man nach 
Forthebung des Faktors a — 6 im Nenner: 

S6a* + 2ab-b^ + x* 

n/« / i lÄ ■■* öt U.S.W. 

36(a + &) 
QA x-\-S(a — b) a Sx-\-9a — lb y ~,/fr~9 TU — r ■ n-L* 

x—a + b b x-\-b'{-6a ' ' 

Qi ^a-\-b + x a Za-\-6b — Sx r ,/ y , ,t 

olo. ^, ! , — — =T • oi.7r> L. ir=«y4a* + 3a6 + 46* 

* 3ö + 2a-fa? ft 26 + 7a — aj ^ ' ' 
Qi a + b — x a 2aj-2a4-& t ,/"i r , i.« 

31,. |^±|^ = « . »^±1^ L.x='Va'-ah + bl 

* 3a; — 3a + 6& 5 2a?+a + 2& ' ' 

Man verfahre hier und bei den beiden folgenden Auf- 
gaben; wie in 29 b. ax^egeben ist. Eliminiert man dann nach 
18f. im Nenner x^, so hebt sich ein Faktor fort; hier 9a — 46. 
Qi ^a + b + x a 3a + 5& + 3a;-|. ty-n — -l , i.« 



12 A. Beine quadratische Gleiclmngen. 

^^6' 2a:^2a + 6 =5' a: + a~5 L. a;^}/a» + 2a6 + ^ 

09 2a4-6& + 3a5 a-\-h 3a-"& + 2a; 

3a — 55 + 2a? a — 6 2a — & + 3a5 

L. a? = ± a. 

Man verfahre nach 29 b. Dann sieht man nach dem 
ES. sofort; dafs sich die Glieder mit x^ im Zähler 12ax + 12iXy 
im Nenner \2ax — 126a;, fortheben. Es bleibt noch 

4a» + 8a&--66* + 9^' a + ^ 



Nach 18 a. 



9a*-18a&4-6&* + 4a;» a-& 
13a'-10a6 + 13a;* a 



= a U.S.W. 



-5a* + 26a5-10&* + ß«*'~ ^ 

Nach 18 f.; um links im Nenner das x^ fortzubringen, 

13a'-10a& + 13a;* _ g 
130a*-388a& + 130&*'~ 5a- 136 

18a'-10a& + 13a;« 
2(13a-5&) 

09 3a + & + ^ a-\-h 4a — 2& — rc 

i*3a — & + a; a — 6* 4a -f 26-05 

L. a; = y2(a^ + 6«) 

09 3a + 66 + a; a + 6 3a + 64-^ 

*' a — 66 + a; a — b a — h-\-x 

L. a; = ySa* + 6ab + 56» 

on 2a4-aj 4a — 6 26 — rc 

3* 2a; + a "" 46-a * 2a?-6 

L. x = yab 

qo lla4-66 — aj 3a4-6 3a-j-66 — o? 

*• 7a + 96 + 3a; ~ 36 + a ' 36 + 6a + iC 

L. a? = ± (a — 6). 

Man verfahre nach 29b., hebe nach dem ES. die Glieder 
mit X fort und wende nach 18 a. einfache korr. Add. an, so 

giebt das 

19a» + S0a64-156'-a;' ___ a + h^ 
17a*-2a6-156* + ^* ~~a-6' 
Jetzt ist abermals einfache korr. Add. nach 18 a. anzuwenden» 
a + 36 + a; 3a + 56 36 — a + o; 



32.. 



^'a — 36 + « 3a — 56 36 + a — o; 

L. X = Ya^ — 6* 



82.. 
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32,. 



6- ^a-b + x 4a-86 S(x-h) + a 
75+a + 2«~ 165 + " «+4a 



32 



L. a: = }/a« + 14a6 + 6« 

8 a? — + 75 6o — 26 a? — 6o4-76 

*■ 8aj — 54"7o 55 — 2a * aj — 65 + 7a 



32o. 



L. a:-V9a*-14a6 + 96» 

7a4-85 — a? 6a4-5 6a; — 7a4-185 



»* 75 + 8a + aj 66 + a 6ÄJ + 76-18a 

L. a? = l/a* — 14a6 + 6* 

«a 8a;4-18a4-65 _ lOo — d a;— 8o + 96 
^^«•8a;+1864.6a"~105-a*a;-854-9a 

L. a? = ya* + 34a6 + 6« 

oo 9a + 46 — 6a? _ 7o — 86 7a + 26 + 6a? 
"*96 + 4a-6aj'~ 76-3a' 76+2a-|-6a: 

L. x^ V¥'+ Sab + 6« 

oo /6a — 36 + aj\« 7a — 964-3aj _ , — — — 

^- l 66-8a + ^ ) = n-9a + ix ^-^^ l/9o« - 14«6 + 96». 

um das o; reclits im Neimer fortznscliaffen; wende man 
nach 18 c. korr. Snbtr. an. Das giebt, wenn man die Differenz 
der Quadrate in Faktoren zerlegt^ 

(60-86 + a;)' _ 7a-96 + 8a; 
2(a4.6 + aj). 8(0-6)"" 16(a-6) ^•«•^• 

QQ / a + 56 + a ?\« o+1764-aj 

^^1- V6 + 5o + a?; "~ 6 + i7a + aj ^' X ^ l/d^ + 34a6 + 6« 

OQ /7a-6-j-Ä\8 170+ 6 -a? . 

^^- i,76^a + aj; "" 176 + a-aj I^- ^ == V »* + 34a6 + V 

«« / 4a? + 3a + 6 \«_ 6a; + 9a + 6 _ 

^^»' W + 86 + a/ "~6a: + 96 + a IJ.X^^yab 

oo / a; + a + 26 \« _ 2a; + 8a+76 . , . ^ , , ^, 

'^^*- U + a + ö/ - 2a; + 3a + 26 I^- ^ = 7«"* + 3«^ + &' 

QQ /18a-86 + a?\« 41a + 96-3a: , 

^^6- l l36-8o+a^j = 4l6 + 9a-8a: L>^ = T^9a^ + 82a& + 96^ 



34. 



17a-f 6 — a; a* a+176 + a; 

176-j-a-a; ""6* * 6-|-17a + a; 

L.x=: Ya^ + Mab + V. 



\ 



u,. 



35. 



14 A. Reine qtiadratische Gleichungen. 

Man bringe den zweiten Faktor der rechten Seite nach 

links nnd wende nach 18 c. korr. Snbtr. an. Das giebt 

CLla + hy-x^ _ g« 
18(a4-5).16(a-5) a«~6* 

(17a + 6)* - Ä* = 288a« u. s. w. 

So-f^ — a; a" o-f 3& — gg 

L. a; = )/a* + 6a6 + 6« 

qj^ 5a-}-6-f a; a" a + ßö — a? 

L. a?==)/a« + 10a6 + &' 

o£ a? + <» — ^ / o + ft\ ' ar-f a-|-6 

^** a;--a — 6 \a--b) x — a'\'h 

L. a: = )/2(a> + 6«) 

o j^ 4a? + 4a + ft _ / 4o — & \« a4-46-4ag 
** 4aj4-464-a \45 — a/ '&4-^<^ — ^^ 

L. a? = V^ 

^* 14«-254-18a~~\86-8a/ 14aj-18b-i-2a 

L. X == /a* — ah + V 

Q. 18a;-~81a + 19d ^ / 6a+25\ « 18a?^-19a-876 

L. x = /a« - 14a6 + 6» 

(a? + 7a + &) (g — o + ^) x—ba-^-b 

(bx + Sa-llh) (x-a+lfh)'^ bx + la-bU 



L. rr = Va^ - lOafe + 6*. 

Man entwickele links xmd wende, um das x aus dem 
Nenner rechts fortzuschaffen, korr. Subtr. nach 18f. an fOr 
p^ 5, $ » 1. Dann hebt sich der Faktor 32(a — V) fori 
— Da sich bei der Entwickelung 6x^ forthebt , so ist die 
Gleichung quadratisch und muTs sich daher auch auf dem 
gewöhnlichen Wege lösen lassen. 

a-\-Sb-\'^x So + a: a-i-x 



35i. 



öOa» 



b'\'Sa + ^x Sb + x 6 + ^ 

L. x=^Yab 

8a-- 2a; 8a; — 2& _ 9a + 46 — 12a; 
2a; — a 26 — a; a-{-^b'-^x 

L. ic = Yab 
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L. i» = }/a* — a6 + 6* 



35^. 



g + aa + ft 8a;+8o + d _ ag + g + ft 

5* 2a + &--a? a; — o-fft a + ft — « 
op' a'\'2b + x 9X'\'a--b a + 64"^ 



dO^* 



OÖa. 



a-f-»6 — « 805 — a + 6 a-f^--« 

80? + ^» — ^ aj-f-2a re-|-2o — 5 
8aj4-46 — a * x + 2b *" x-f-S^ — ^» 

8o — 2&4"8a: a + aft + a? 2a — 5 + 2« 



35g. 



9* 8d — 2a+8o? & + 2a + a; 2&-« + 2a; 

L. a? = )/a* — a6 + 6* 

Sa + 254"5« a + 26 — 2« g-f 2o — ft 



35 



S6-f2a — 8» &+2a-f2a; o; — 2&4-a 

L. X = ya» + a6 + B» 

4a — 64-« 13a — 6 + ig 17a-}-6 — a; 

10- 4&-a + aj * 185-a + « "" 176 + a-aj 

L.a; = ya* + 84a6 + 6« 



OK (a + 2& + a;)>-f(» + 2g-2a ?)* 6a + 45-8a; 
^"•(a-2& + Ä)*4.(&-2a + «a;)«"'6a-46-8a: 



Qc (4a-36)« + (^^ + ^&)^ __ 5a; + 8o-f 46 
^^"•(4a + 8&)« + (4aj-66)«""öaj + 8a-46 



L. ir = ya» + 6» 

Qß 6a: + 9a + 6 6aj + 9& + o _ 2(a — &) 



4a; + 8o + 6 4« + 8& + a a4-6 + 2a 

L. a; « yoft. 

Man bringe die linke Seite der Qleichnng auf einen 
Nenner. — Diese Gleichung ist nur eine andere Form der 
Glelohung 33,^ wie die Gleichixagen 361 und SG^ nur andere 
Formen der Gleichungen 33^ und 33 sind. 



16 A. Beine quadratische Grleichnngen. 

o/» lla + b — x _ o4-176 — a? __ 8(0 — 6) 
^' la-b + x Ib-a + x ""Sa + St + o? 

L.x = Ya^ + Mab + 6* 

o/, 7a-9&4-3a; _ 76-9a + 8a? ^ 8(a — &) 
** 6a — 8& + a; 65 — 3a4-^ a-\-b^x 

L. a? = >/9a« - 14a6 + 96« 

Q„ (l + 8a; + 6a;»)(a;» + ^^ + 5) ^ _» 

L. a: =- ± 1. 

Man kommt schliefslich bei einfacher gewohnlicher 
Rechnung auf a:* — 2a?*+ 1 = 0. Darans durch Badiciemng 
a?*~l«0. 



ysa;« — i-ys-a;* f> V a^-ab + b* 

Man wende korr. Addition an und quadriere etc. — 
Ähnlich verfahre mau bei den folgenden Aufgaben (39 — 44). 
Ist die Wurzel fortgeschafiffc, so kann man noch einmal korr. 
Add. anwenden. 



39^ v^ + v^_aj^^^_y:pr 

40. |^±iiEZ'=«L.rr = V^^^!^ 

^ Va:» + 1+Va;»- 1 ^ « t -1 /a(aHlO<»*^' + 56^) 

V^Hi-i^^^^ ^ * r &(6aHl0a«&' + &*) 

^ Va;'+1 + Va;»-1 ^ a T -1 /(0« + ^>*) (a* + Ua'6H^*) 

V^MM-V^^^ & * "^ K 2a6(3a» + 2>*)(«' + 3fe*) 

|/;?+l_yirZi & * K(a + 6)n-(a-&)n' 

Sind statt a und h gebrochene oder gröfsere ganze 
Zahlen gegeben; so wird die Rechnung am einfachsten sein, 
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wenn man (-^r) = c setzt; erst c berechnet und daraus 



Vi 



c-1 



45. aYm + x — bYm — x = ym(d^+ 6*) 
T , 2abin 

Bei dieser und den folgenden Aufgaben sind die Wur- 
zeln durch Quadrieren fortzuschaffen. Welche Wurzelgröüse 
man zunächst am zweckmäfsigsten isoUert, hangt von den 
Radikanden ab. Es mufs sich nach dem Quadrieren mög- 
lichst viel foriheben und nur noch eine möglichst einfache 
Wurzelgröfse übrig bleiben. 

46. y4a + l)-4:X - 2ya + l>-2x = Yb * 
L. x = Yab, 

47. )/3a -2b + 2x - ySa -2b-2x - 2Yä 
L. x=^y2a(a'-b). 



48. y2a --b + 2x - )/10a - 96 — 6x -= 4^0 - 6 
L, x = ya(a — 6). 

49. ySa — 46 + 5ir + i/a? - a == 2yx + a 
L. a; = ya*+T^. 

50. y^a — 46 + 5i» - Yx — a - 2y2{x — 6) 
L. ic = )/a«+6». 



51. >/5a: - 3a + 46 + /5ic — 3a - 46 = 21/0? + a 
L. rr « y^a^+ö*. 

52. Y2ä~+T+2x + yiOa + 96 - 6a; = 2T/2a + b-2x 
L. a? = ya(a + 6). 

53. 2Y2a -\-b + 2x + i/lOa + 6 - 6a? = i/lOa + 96 - 6a? 
L. a: = ya(a -f 6). 



64. •)/2a-136 + 14a:+y3(6-2a + 2a?) = 2>/2a - 6 + 2a: 
L. x^Ya^—ab + V. 

55. |/3(7a + 6 + 0?) — Ya+lb — x = 2)/7a + 6 — a? 
L. a? = ya« + 14a6 + 6». 

Bardey, Algebraisohe Gleiohimgen. 6. Aufl. 2 



XS A. Eeine quadrutiBcbe Gkiehvagen. 

56. y(a + x)(b + x) + y{a -x){b — x)-=^y{a + a:) (6 - x) 

+ y(a -x)(b + x) • 
L. x = 0. 

Die Gleichung laXst sich; indem man das 2. nnd das 
3. Glied umstellt , auch so schreiben: 

Ya + x {yb + x - yi — x) — ya — x (yb + x — yh — x). 

Um diese Gleichung zu edfüllen, kann man setzen 

1. ya + x = ya — X 

2. yb + x -yb-x^O. 

Das ncomt man eine Gleichung zerlegen (vgl. 92). 
Beide Partialgleichungen liefern hier dieselbe Lösung, x^^O. 
Man kaim auch gleich quadrieren. Das giebt sofort x = 0. 

57. X + y{x — a) (a; — b) = yx(x — a) + yx{x — 6) 
L. rr = cx) (vgl. 107). 

Auflösung wie in 56. Die Partialgleidaungen werden hier 

1. yx — yx — a^o 2. yx'-yx — b^o. 

Beide liefern denselben Wert für x, 

58. y{a + x){x + b) + y{a ~ a;) (a; — 6) = 2yäx 

L. rr = )/a6. 

Man kommt nach Fortschaffung der Wurzeln schliefs- 
lieh auf 0^— 2a6a?*+ a*6* = 0. Daraus folgt durch Badi- 
cierung x^— ab^^O, 

59. Yiä + x) ^x + b) — y(a — x){x — b) = 2ybx 
L. a? = )/ä6. 

60. yx{a + x) — yx(a —~x) = )/a(2a? — a) 
L. x=^\ay2, 

61. •)/ic(a — rr) + yx{a + a;) = )/a(2a: + a) 
L. x^\ay2. 

62. i= + ?^= = ¥ 

L. rc = 4- 3. 



63. )/r:r^ = 2a6 - ^^lZl' + 



51/1 -&= 



}/r=y«+&vi^-ä« 



L. iT « ayT^^^ + 6>/r^^ 
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Dnrcli FortschafiPong der Wurzeln an» dem Nenner im 
3. Qliede erhalt man rechts ah - )/(l - a«) (1 - l\ Dann 
lafet sich ans dem Ausdruck 1 - (a6 - ^(rzr^äy^iTrgä))^^ 

der den Wert a\l - 6*) + 6«(1 -aF) + 2aiy{l - a*) (1 - V) 
haty di€ Wurzel ziehen. — Auch auf trigonometrischem Wege 
läfst sich die Lösung finden: man setze 

a^sina & «>» sin/S ar = sin|. 
Das giebt nach einigen Beduktionen 
cos| = sin« • sin/S — cos« • cos/S 

= — cos(a + /3) =» cos[3r =F (« + ß)\ 
Also I = 3r =F (a + /3), mithin 
sini = ± sin(a + /3) = ± (sin« • cos/J + cos« • sin/!) u.s. w. 

64. ^-==L H ^--=. = 

a+yax x-\-yax ^ 

L. rr « ± a. 

Man bringe die linke Seite auf einen Nenner* Da die 

Nenner den gemeinsamen Faktor ")/S + "j/ä haben, so er- 
hält man 

r^ >. (x — o) (y a; — Ya) x — a 

^ ^ y^iYx + yä) "" a 

Damit nicht ungehörige Wurzeln in die Gleichung kommen, 
mufs man jeden Bruch mögUchst kürzen. Hier kam man 

links durch y^ + y» kürzen, daic — a = {Yx + )/«) ("j/^ — Ya) 
ist. Dann bleibt 

yax « 

d. h. 1) yic — yä -= U.S.W. (s. 92). — Man erhält dieselben 
Wurzehi, wenn man schon die Gleichung (1) zerleg^ in 

1) X — a==0, 2) ^JL^'ZJ^—. = -, U.S.W. 

Q^ Via + x) (H^ + V(^x) (x^b) ^ 
' y(a + x) (x + b) — y(a-x) {x-b) 

L, x = YaS. 

Man quadriere, wende korr. Addition an (18a), hebe 
durch a + bf quadriere noch einmal u.s.w. 

2* 




20 ■^' Beine quadratische Gleichungen. 

r 3a-26-2a; 2&-a 



L. r» = y'2a(a — 6). 

Man transformiere die rechte Seite der Gleichung^ indem 
man Zahler und Nenner mit ")/ä — y2{a — b) multipliciert, in 

yä - V"2(a-6)' 
quadriere dann, wende koir. Add. an n.s.w. 



67. V^T^ + V»^^ = V2ä 
L. x==±a. 

Man erhebt zur 3. Potenz nach der Formel 

(u + vy = M* + i;' + Suv (u + v). 

Das giebt 

(a + x) + (a-x) + 3 Va» - x^ - \^2ä « 2a 

d. h. V«* - a;« = etc. 

68. >/ä~+^ - Va"^^ = 2 j/ä 
L. x^Q. 

69. V(a + a;)« - Y^T^^ + V(« - ^f - W 
L. rr = 0. 

Die Gleichungen 68 und 69 hängen eng miteinander 
zusammen. Multipliciert man sie miteinander^ so erhält man 
die identische Gleichung 

Vermöge dieses Zusammenhangs kann man die eine der 
beiden Gleichungen auf die andere reducieren; da die 
Gleichung 68 leichter zu lösen ist, wird man 69 auf 68 
reducieren. 

L. a; = ^^Y ^c^V ^ ^ ^ 3^ ^^^^^ x = ± ja. 
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a. Dividiert man die gegebene Gleichung in die iden- 
tische Gleichung 

so erhält man nach der Formel w* ± v* « (w ± t?) (w* ^ wt? + v^) 
sofort 

/ X ya 4-x— ya — x x 

w H . — r = — • 

^ ^ |/S+S+^^zrs ac 

Wendet man jetzt korr. Add. an^ kubiert und wendet 
abermals korr. Add. an^ so ist x gefanden. 

b. Ein oft zweckmäfsigerer Weg bei Gleichungen ähn- 
licher Art ist der^ dafs man durch korr. Add. aus der ge- 
gebenen Gleichung direkt zunächst den Ausdruck links in (a) 
sucht. Nach 18^ 8. erhält man 

Multipliziert man diese Gleichung mit der gegebenen, so 
erhalt man sofort 



W 'a-'Vk 



c. Auch aus der Gleichung (ß) kann man x direkt leicht 
entwickeln. Man behandelt die Gleichung, wie es in a. in 
Bezug auf die Gleichung (a) angedeutet ist. Das liefert 
sofort (y). 

d. Auch auf dem gewöhnlichen Wege kann man aus 
der gegebenen Gleichung leicht x finden. Man hat 

(c - 1) [V(M^*+ V(^^^*] - (c + 1) Vä^-T^ 

Diese Gleichung ist nach 67 von ihren Wurzeln zu be- 
freien. 

^•^-ÄKh^J c = -g-giebta; = ±- 

Kubiert man direkt nach 67, so fallen zwar die Wurzeln 
sogleich fort; aber man erhalt 



1 



22 ^- ^Koine quadratische Gleiohnngen. 



wobei man nicht so schnell übersieht^ dals der Radikand 
sich noch vereinfachen lalsi Man hat nämlich: 

c»-3c-2 = (c + l)*(c-2) 

c8-3c + 2 = (c-l)*(c + 2). 

Die Aufrösimg nach 70b. liefert direkt den einfachsten 
Badikanden. Man hat mit Hülfe der korr. Add. 

Die Mnltiidikaidon der beiden zuletzt gefbndenoi €Hei- 
drangen liefert x. 

^•*"?il>^2^-^; c - 25 giebta; = ± di- 
nier ist ebenfalls der in 71 angegebene Weg einzu- 
schli^en. Man nmJs znnäcliat mit Hülfe der korr. Add. auf 
die Gleicbnngen (a) nnd (j^) zn kommen suchen (ygl. 18, 12). 

73. ^/äT« + Vä^^^Vc 



L. a; = i(a + c)]/ 



8a — c 



3c ' 

a ^ 234, f7»= 12 geben a: -= ± 109. 

a. Der ein&chrte Weg besteht darin, beide Seit^i der 
Gleiotinng zn kubieren, und bei der Eubienu^ der linken 
Seite zu beachten, dals 

(w + t;)'= M* + v* + 3 (m + v) • UV 
ist. Dann findet sich 

2a + 3^6 • V(a + rr) • V'ö^ — a? = c, a* — rc* = ^^^^=-^ u.s.w. 

b. Man dividiere die dritte Potenz der gegebenen Gleichung 
durch die identische Gleichung 
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QoB giebt unter FortiftMnaig des beiden Seiten gemein- 
samen Faktors Ya + x + ^a — x 

Hieraus folgen, wie in 71, mit Hülfe der korr. Addition die 
öleicbungen 

yg + a? — ya — x -i /Sm — c 



r 



Die Mnltiplikation dieser beiden Gleichungen liefert — 

Dieser Weg ist auch fiir die folgenden Au^ben (bis 80) 
am meisten zu empfehlen, da er dcD in der Losung 
auftretenden Radikanden gleich in der einhchsten Form 
liefert. 

c. Auch folgender Weg, der für Gleidiungen von dieser 
Form auch bei Wurzeln des zweiten, des vierten und des 
fünften Grrades zum Ziele fahrt, ist sehr einfach und be- 
sonders bei Zahlengleichungen anwendbar. Da die Summe 
der Wurzeln gegeben ist, so sucht man zunächst ihre Differenz, 
sieht diese als zweite Unbekannte y an und setzt demgemäfs 

Va + X — ya — x = y. 

Kombiniert man diese Gleichung mit der gegebenen durch 
Addition und Subtraktion, so erhält man 

a + x = -^ (Vc"+ yf, a-x-^^ (Yc- yf. 

Die Additi<»i dieser Gleiekusgen giebt 

8a-^c+Sy^yc, 

liefert also y. Dann ist x aus einer der Gleichungen oder 
aus der Differenz derselben zu bestimmen. — Es sei z. B. 

gegeben _______ 

• V234 + a; + V234 - x ^ 12. 
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24 A. Beine qaadratigche Gleicliangen. 

Setzt man die Differenz der Wurzeln gleich 2y und verföhrt, 
wie angegeben, so erhSlt man 

284 + a; =. (6 + y)», 234 - a; - (6 - y)» 
324 = 6(6*+ 3y»), d. L y - ± 1, 

also 05 =- ± 109. 

74. V(« + «)» - Vö*^^^ + V(a - x)' = V? 

L. ^ = «^l^*; a = 76, V?- 19g.a. = ± 49. 

75. ya + x + \a- X = 



Vo*^^ 



L. « = (a + c)]/^^; a = 36, c-48g.« = ±28. 

76. (V(a + xy - V(o - xy) (yöTx - V^"^ = c 

L. « = (3a - c)'|/g^^; a = 14, c = 16g.a; = ± 18. 

77. (V(a+ «)» + V(a- «)*) (V«+^ + V«^^ = c 

L. « = (a - <!) |/^^; a = 185, c = 580g.a; = ± 158. 

-Q (o -}- «) ya — a; — (a — «) y a + x 

a , — . ^ C 

yo + ic — y a — sc 

L.a;==(a+c)]/^^; a = 140, c = 240g.rc = ± 76. 

Hebt man links durch den Nenner, so erhält man die 
öleichnng 75. 

70 (^ "f" ^) V« + ^ — (a — rc) ya — x 

Ya'\-x — y a — a; 

L. rr - (a - c)Y^^^] a = 36, c =-120g.a? = ± 28. 
Auch hier ist wieder der Zähler durch den Nenner teilbar. 

80. (V(^+^'- V^^^=^H V(^^=^)' ^ ^ 

y a + « + Va — x 
L. a;=^±^yAo(2c-ö); a = 14, c = 12iftic = ± 13. 
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Man benutze die sclion in 73 benutzte identische Gleichung 

erhebe diese ins Quadrat und dividiere sie dann durch die ge- 
gebene Gleichung, so erhält man 

(Ya + X + ya — xf^ — • 

Jetzt zieht man die Kubikwurzel und lost weiter^ wie in 73. 

L. ic = 5— r^ -,: a = 41, c — ItS-^ = ± 40. 

Mit Hülfe der korr. Add. kommt man leicht zum Ziele. 
Man subtrahiere den Nenner vom Zähler, quadriere, sub- 
trahiere nunmehr den Zähler vom Nenner und radiciere, so 

erhält man 

ya + x — ya — x y^c — c^ 

ya + x+ya — x 1 

Hieraus folgt durch korr. Add., Quadrieren und nochmalige 
Anwendung der korr. Add. 

^— 2y2c— c* 

"ä"""" l-|-2c — c*' 

Auch auf dem gewöhnlichsten Wege durch Fortschaffen 
der Wurzeln gelangt man zur Losung. Man bestimmt zu- 
nächst |/a* — x^. 

82. (Yx + a + Y^ - »)' (V^ + a - V^-a) = 2c 
a*-|-2ac — c* 
2y2ac — c' 

Man schaffe alle Wurzeln fort. Oder man dividiere die 
gegebene Gleichung durch die identische Gleichung 

Yix+aY-- Yix-aY^ 2a, 
Das giebt 

(Y^ß+ä+Yx^y _ c 
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Dnreli kora: Add. komxat man jetzt leiAi xamSüdej wie in 
81 angegeben. 

I^- ^ = o V n ^, 

2c r 2c — a^ 

a«-= 312, c - 225| geben ä « ± 313. 

Man multipliciere die gegebene Gleichung mit der in 82 
angegebenen identischen Gleichnng. Das giebt 

yx + a + yx-a c 

Dann weiter, wie in 81 oder 82. 



YoUständige qnadratlsehe Olelehnngeii einfachster Art, 

84. a^+ 6« + ««« 1 - 2abx 

L.X a6 + y(l - a«) (1 - 6*). 

Diese Gleichung hat eine trigonometrische Bedeutung. 
Ihre Form erinnert an die bekannte Relation 

cosa*+ cos^*+ cosy*+ 2 cosa • cos/S • cosy = 1, 

mit der sie identisch wird, wenn man a^cosa, &==cos^^ 
X = cos y setzt. Das reimt sich auch mit der Lösung, die 
man in Gremä&hait dieser Substitationen in die Form 

a? = — cos a • cos jS + sin a t sin /} = — cos (a + /J) — cos y 

bringen kann. 

85. a*+ 6*+ ä;*== 2db + 2ax + 2hx 
L. iT = a + 6 + 2)/ä6i 

86. (a - ir)«+ (a? - 6)«== (a - 6)« 
L. a?! = a, iCg == 6. 

Ist eine Wurzel einer quadratischen Gleichung 
rational, so gilt dies auch von der anderen. Kann 
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man daher eine Wurzel erkennen^ so wird sich die andere 
meistens von selbst ergeben. Damit ist dami auch die Auf- 
lösung der Gleichung überhaupt gewonnen (s. 92). 

86, . (a - xy - (a - r») (rr - 6) + (rc - 6)« « (a - 6)« 
L. ajj = a, Äi^ = 6. 

863. (a « xf+ (x - by^ (ti -- by 
L. Xi^= a, x^=^ 6. 

87. (9a + 6 - 10a;) (9a + 256 - 84a;) « (9a + 5ö - 14a;)* 
L. a;^ = a, a^ = 6. 

87i. (5a + 36 - 8a;)* + 16 (2a; - 3a + 6)* = (13a + 56 - I8xy 
Jj. Xi=^ a, X2 = b, 

Über die Auflösung s. Nr. 12. 

872. (5a + 46 - a;)* + (3a; - 3a + 26)*-= (3a + 46 + xy + 
. (5a + 26 -5a;)* 
L. Xi = a, ajg Ä= 6. 

Über die Auflösung s. Nr. 13. 

^'8- 9a + 4&-a; ~~3a + 26 + a; L.. a; — a, 0. 

Über die Auflösung s. Nr. 18, 19 und 23. 

^'**5a + 12&-2a;"'l6a + 28&-8a; ■^' a; — a, 0. 

Q„ 2a-f5 — a; a a;-j-6 t , 

^^5-2fe + „-a;=6-ST^ L. a; = a,6. 

a. Man bringe den zweiten Falctor der rechten Seite 
nach links, entwickele und schaffe mittels des KS. oben ax, 
unten 6a; fort. Um a;* im Nenner fortzuschaffen, wende man 
korr. Subtr. nach 18 c. an und hebe durch a — 6. Das giebt 

A I e%X. ""^ fl' U. S.W^« 

2a + 2o — x 

b. Man kßnn auch direct korr. Subtr. nach 18 c. an- 
wenden und erhält 

2a + 5 — a; ax-\-ab 

a — {a — o)x 

Q„ 3a + 6 — a? a 2a; + & t -l 
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Q- ^a + db-x 2a + b 2a + U + x j ^ ^ , 

Nach STga. hat man 

4a + 86-a; (2a + 6) (2a+86 + a:) 



(a~6)(a+6 + aj) 



U.8.W. 



o- 4a + fe~3a: 2a — 6 8a: — 2a + 6 t x 

* 46 + ^ — ^* 2fe — a So:— 264-« 

^'io-6& + öa-a; "" S6 + 2a ' 4.b + 6a + x ^' «^ — », 0. 

88. a^(a-xy^b\b-xy 

T I 7. «*+2^' 

L, x^ = a + b, x^ = -^^. 

Ohne die quadratische Gleichung aufzulösen^ gelangt 
man hier durch Badicieren leicht zum Ziele. 

89. a\b-xy=b\a-xy 

T A 2a6 

L, X^^O,X^ = ^+6* 

^- (a + 6-.2a;)« "~ (a+6)« 
L. a?i = 0, a?2 = a + &• 

Man erkennt hier leicht, daTs x ^ der Gleichung 
genügt. In diesem Falle kann die Gleichung kein Glied 
ohne X enthalten. Man hat daher bei der Entwickelung nur 
auf die Glieder mit a^ und x zu achten. Die bekannte Grölse 
muTs von selbst verschwinden. — Nach dem KS. erhalt man 
auch sofort durch Subtr. 

x*-{a + b)x _ a«+^' j i, 



91. 



2x*'-2(a + b)x (a+b) 

a?^ — (a + b)x == u.s. w. 
(a-xy + jx-by a* + b* 

T A 2a6 



1 
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^' Ca — a?) — (ä — &) a-{-b 

' 3 (a + 6) 

^•^2- (a - a?)« + (a; - 6)« "" a« + ^' 

L. x = 0, a + b. 

L. x==a, b. 

Die Gleichung läfst sich durch {a — x) + (x — b)^ a — b 
heben. Dann bleibt nur (a — x)(x — b) = (vgl. 92). 

92. (a — a?) (iT — 6) = (a — x) {c — x) 
L. a?i = a, asj = y (6 + c). 

a. Eine Gleichung zerlegen heifst an ihre Stelle 
zwei oder mehrere andere setzen^ deren Lösungen zugleich 
die Losungen der ursprünglichen sind. Eine Gleichung la&t 
sich stets zerlegen, wenn beide Seiten derselben einen ge- 
meinschaftlichen Faktor haben, welcher x (die unbekannte) 
enthält, oder wenn der linke Teil der auf gebrachten 
Gleichung einen solchen Faktor enthält. Durch die Zer- 
legung der Gleichung kommt man schneller zur Auf- 
lösung als auf irgend einem anderen Wege und gelangt 
auch da ofb noch leicht zum Resultat, wo sonst verwickelte 
und umständliche Rechnungen unvermeidlich sind. Der obigen 
Gleichung wird genügt durch a— a?==0 und durchrc— 6=6—0?. 
Man kann also an die Stelle der gegebenen Gleichung die 
beiden setzen: 

l)a — ir««0 2) X — b = c — X. 

Die Lösungen dieser Gleichungen müssen zugleich die der 
gegebenen Gleichung sein. Diese ist damit zerlegt in die 
Gleichungen 1) und 2). 

b. Ist die Gleichung auf gebracht und sind die 
Faktoren des linken Teils bekannt, so ist damit auch die 
Zerlegung der Gleichung gegeben. So zerlegt man 

{a'-x){b-x) = 
in: 1) a — x^O 2) 6 - a; == 0; 
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denn nur auf diese Weise kaim der Gleichung gentigt werden. 
Es sind also die aus den Gleichungen 1) und 2) sich er- 
gebenden Werte för x die Wurzehi der gegebenen Gteidiung^ 
x^==a und x^^^h, 

c. Hat der linke Teil der auf gebrachten Gleichung 
mehr als 2 Faktoren ^ so liefert jeder Faktor^ der x enthalt, 
= gesetzt, eine Wurzel der Gleichung. Die Gleichung 

X (ax — c) {mx + w) (^ — 1>) — 

zerfällt z. B. in die 4 anderen 

1) a; = 0, 2yax — c = 0, S)mx + n==0, 4)x—p = 0, 

muljs demnach die 4 Wurzehi haben: 

d. Hat eine Gleichung, gleichviel ob sie auf gebracht 
ist oder nicht, einen Faktor x, so muifi sie auch eine 
Wurzel haben. So liefert die Gleichung 

ax^+ 6ic = 
die Wurzeln , 

iTi =« und rz^ «= ; 

denn sie läfst sich zerlegen in 

1) ic == 2) ax + b^O, 

Bie Gleichung o x «7 

würde sich zerlegen lassen in 

1) a; = 2) ax — h^cx — dy 

und folglich die Wurzeln liefern: 

Die Lösungen der folgenden Aufgab^i (93 bis 104) 
werden nach diesen Erörterungen leicht hinzusehreiben sein. 

93. ic^ — aa? = L. iTj = 0, (Tg « a. 

94. ic^ == (a + 6)a; 1a. x^=^Oy x^ = a + h, 

95. x^ = {a — xf=a^ . . . . Jj. x^ = 0, x^ = a. 

96. x^ + {a — xy= (a — 2xy . L. x^ = 0, x^ = a. 
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»7. (a-ar)*4-(«-6)*-»o*+6* L. a?i = 0^ a^-=o + 6. 

98. (o — a;) (a; — 6) + o6 = . . L. aj, = 0, «^ — o + 6. 

99. (a - «)*- (a - x){x - 6) + (a; - 6)*- «»+ «6 + 6« 
L. ajj -- 0, Xi = a + 'b. 

100. (a;-l)«-o(a;«-l) . . . h. x^'^l, «,= [i^- 
lOl- ^iTft = ^+1^ L. a?i = a, :r8=-y-. 

-iACiö + ^ — ^ a — c-\-x T 6+^ 

102.—^- =» ' — . . . . L. a?i = a— -c-rKg— — s — 

a — c — x a — c — x ^ '^^ 2 

loa (a; - a + 6Xa; - a + c) = (a - 6)^- x^ 
li. a?i « » — 0, x^^ -g— • 

104. (a;-a)«-6«+(a + 6-a:)(6 + c-a;) = 

T I 1. « + <? 

106. (a + 6 + c)a?«- {2a + b + c)x + a^O 
L. :ri = l, Äi = ^^5^^- ^ 

Hier bemerkt man leicht^ daJs x = l der Gleichung 
genügt. Kennt man aber eine Wurzel einer qua- 
dratischen Gleichung^ so ist die andere leicht zu 
finden. Zui^hst muTs diese ^ wenn jene rational ist^ eben- 
falls rational sein. Man bringt die Gleichung auf die Form 

Da das Produkt der beiden Wurzeln den Wert q haben 
muTs; so ergiebt sich^ wenn a^ die eine Wurzel der Gleichung 

ist, für die andere der Wert — • 

Hat man die voUständige Gleichung 

Äx^+Bx+C=-0, 
der durch den Wert x^ genügt wird, so mufs also 

Axl + Bx^+C = 

sein. Die Subtraktion dieser Gleichung von der identischen 
Gleichung Aa?+Bx+C=^ Ax^ +Bx+C führt zu der 
Gleichung 

A(x^- rcj) + B(x -x^)=^Aa^+Bx + C, 



32 B. YoUsiändige quadratische Gleichungen. 

Da die linke Seite sich in die Faktoren {x — x^) und 
(Ä(x + Xi) + B) zerlegen lalst^ muTs auch aus der rechten 
Seite der Faktor {x — Xi) ausgeschieden werden können. Der 
dann übrig bleibende Faktor muli den Wert Ä(x + x^) + B 

= Ax + Ax^ + B = Ax + — — = Ax haben, 

weil ja -4a^ + Bx^ = — C sein mulE. Setzt man diesen 

G 
Faktor Ax = 0, so liefert er fiär x den zweiten Wurzelwert. 

Bei der oben gegebenen Gleichung ist o; — 1 ein Faktor 
links. Der andere Faktor muls folglich sein (a + & + c) a? — a. 
Dieser gleich Null gesetzt, liefert die 2. Wurzel 

Diese Art der Auflösung kann auch bei den folgenden 
5 Aufgaben angewendet werden, erleichtert besonders bei 
105^ und 106 das Auffinden der Wurzeln. 

a'\-h — x a-^h —c 

c X 

L. Xi==c, ajj == a + 6 — c. 
lOög. (a - xy +(a-by=(a + b- 2xy 

T 46-a • 

L. x^=a, X2= — g — 

106j. x(a + b - x) + {a + b + c)c ^ 
h, oc^ = a + b + Cj x^-= — c. 

105^. {n—p)a?+(p — m)x + m — n = 

^ ' * n — 2? 
aaj* — feaj + c a — })-\-c 



106i. 



106. 



106i. 



L. iTi = 0, iT» = ^"~^^ ' 
1 ' ' ay — ca 



r ap — 5« 



*) Diese Grleichimg ist eine rein quadratische und nur des Ver- 
gleichs hsdber hierher gestellt. 



1 
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107. ^^^r^ = ^ 

Y ay — ea 

^ ap — oa ' 

Multipliciert man diese Gleichimg mit dem Produkt ihrer 
Nemier, so erhalt man acca^ — abx + 00^^ aaa? — aßx + ay 
die quadratischen Glieder heben sich weg und die Gleichung 
erscheint als Gleichung erstem Grades^ deren einzige Lösung 
der Wert x^ ist. 

Indessen greift man bei dieser Multiplikation der Möglich- 
keit Tor, dals auch der zweite Wert x^^oo auftritt. Diese 
Möglichkeit wird aber sofort erkannt^ wenn man die Gleichui^ 
in die Form bringt 

Ähnlich liegt die Sa<die bei der Gleichung 

, h , c . d . e 

X X^ XX' 

die, sobald man beiderseits mit x^ multipliciert^ die Form 

einer Gleichung des ersten Grades mit der Lösung x ^ j^ 

annimmt. Aber diese Multiplikation geschieht unter der An- 
nahme, daCs X von 00 verschieden ist; daC9 man aber auch 
diese Annahme machen darf, zeigt die ursprüngliche Form 
der Gleichung, bei der für x«» 00 die identische Gleichung 
a = a übrig bleibt. 

108. a^-(a + b)x + (a + c)b^(a + c)c 

L. a?i == a + c, iz^ = 6 — c. 

Bei dieser und den folgenden Gleichungen bis 117 führt 
der einfache und allgemeine Weg für die Auflösung einer 
quadratischen Gleichung am sichersten zum Ziele. Man kann 
aber auch die Faktoren aufsuchen und dann die Gleichung 
zerlegen. Bei der Aufsuchung der Faktoren ist, nachdem 
die Gleichung auf Null gebracht und geordnet, besonders auf 
das 1. und 3. Glied zu achten (ygl. 105). — Die vorstehende liefert 

(1) x^-(a + h)x + (a + c)(p-c)^0 

[x-'(a + c)] [o; - (6 - c)] = 
1. X — (a + c) = 2. a? — (6 — c) = u. s. w. 

B ar de 7, Algebraische GleiohtingeiL 5. Aiifl. 3 
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Oder man schlierst: Da die Faktoren des dritten Gliedes in 
(1) a + c und b — c sind und ihre Summe a + b giebt, so 
müssen diese Faktoren die Wurzeln der Gleichung sein. 

IO81. (a - a?) (& + a?) + 2 (a + 6) a: == (a + a?) (6 - a?) + 
4rr« + a« - 6* 

T a4-b a — b 

^- ^1 = — 2~^ ^2 = "1~ • 

Man erhalt nach einigen leichten Reduktionen 

4ta^ - 4tax + a« - 6» = 0, d. L 
[2x - (a + 6)] [2x - (a - 6)] - u. s. w. 

lOSg. (3a + 36 - 2a?) (59a + 436 - 34ic) - (2x - 7a + 6)« 
L. a; - 2a + 6, 26 + a (vgl 87). 

109. ??^i^ =» '-^i^ (vgl 87.) 

14a — 6 — a? 4a-}-& + a; ^ ® •'' 

L. a; = 2a — 6, 26 — a. 

'4a + 76 + 4aj 16a + 186 + 6a: 



109i. 



196 — 2a— 2a; 2a + 41 6 — 8a: 

L. a; = 2a — 6, 26 — a. 



110. (2a;-7a + 6)» + 16(7a + 56-4a?)*=(31a + 236~18a:)* 
L.a;==2a + 6,26 + a. 

110,. (9a + 6 - xy + (a + 66 - 3a;)* = (7a - 6 + xy + 
(7ä + 36 - 5a;)* 

L. a; = a + 6, a — 6. 

111. (2a - 6 - xy + 9(a - 6)* = (a + 6 - 2xy 
L. a; = 2a — 6, 36 — 2a. 

112. (a + 6 + a;)(6 + c + a;)==(3a-6-a;)(3a-26 + c-2a;) 
L. a; = a — 6, 9a — 6 + 2c. 

113. (2a + 2c - a;)* = (26 + a;) (3a - 6 + 3c - 2a;) 

2 
L. a; = a — 6 + c, y(^^ — 6 + 2c). 

114. (3a -öb + x) (5a - 36 - a;) = (7a ~ 6 - 3a;)* 

T , , 17a-76 

L. a; = a + 6, r 
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115. (3a-6+a;)(2a + 6-a?) = (5a-f.36~3x)« 
L. a? «= a + 6, ^ (19a + 106). 

116. a(a~6)-6(a--c)ic + c(6-c)a:*«0 

T a o — 6 

Jj. /p«--, - — -. 

C — c 

117. (ab + ac + hc)(a^ + se+l) + (a- 6)» = 
i2ac + 6») (a^ + a; + 1) + (a - c)*« 

118. (2a-6-a;)» + (a-26 + a;)*-27(a-6)» 
L. a? = 2a — 6, 26 — a. 

Hier ist zu beachten, daüs sich die Gleichung u' + t;' » 
(tt + 1?)' durch u + v heben laust, die {gegebene also durch 
(2a — 6- a?) + (a — 26 + a;) = 3 (a- 6). Es bleibt nur 
tt* — ttt? + t?* = (w + t?)*, d. h. UV == 0, hier 

(2a - 6 — ic) (a - 26 + a;) = 0, also 
1. 2a - 6 - ä: = 2. a - 26 + ä: = 0. 

118i. (a: - 3a + 56)« - (a; - 5a + 36)» = 8(a + 6)« 
L. a? = 3a — 56, 5a — 36. 

Die Gleichung lafst sich heben durch (a; — 3a + 56) — 
(a; — 5a + 36) = 2 (a + 6) u. s. w. 

118,. (3a - 26 - xy + (2a - 36 + x^ = 125 (a - by 
L. a: = 3a — 26, 36 — 2a. 

11Q 3a + & — ^ a-\-b a — b-j-x 

Sa — 6 — rc a — b a-fft + rc 

L. a; = a + 6, a — 6. 

Man bringe den zweiten Faktor der rechten Seite nach 
links, entwickele und wende 18. a) an (s. Nr. 32). 

^1* öa-6-2a; "" a-b ' 2a + 2fe-j-a; 

L. a: = a + 6, a — 6. 

190 ^« + ^^ — ^ 2a-\-b a + 26 + ^ 

66-f 4a-a; "~ 26-i-a * fe + 2a-j-a; 

L. a; = 2a + 6, 26 + a. 

8* 
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^' 8&-f7o-2a;""26 + a'26 + *a + « 

L. a? «= 2a + 6, 26 + »• 

L. X = df 6. 
Über die Anflosong s. Nr. 33. 

-«- / 2a?-7a + 5& y^ 49a + 266-74j; 
1* \2a?-7fe + 6a/ "" 495 + 260-74« 

L. a? = a, 6. 

.^o 6a + 26-2g 2a + 86 + a; _ b + x . , ^ q^v 
^^^- 6a + 6b + ^x' Sa + b^x^b + 2i^^i^^^'^} 

L. ^ «^ a, 6. 

1 oo a+8& — 4g + 66 — 7g o-f IS^ — t4g 

1* «-}-25-8g' 0-95 + 84;"" «-18* + X2g 

L. a? = a, &• 



123. a: + "/a* — a;' = a . . L. a^ «0, a^«a. 

Zur Lösung dieser und der ihr folgenden Aufgaben ge- 
langt man am einfadusten durch Isolierung der in ihr auf- 
tretenden Wurzelgrölse und demiukshBtige Quadrierung der 
ganzen Gleichung. Kommt mehr als eine Wurzel Tor, so ist 
eine Isolierung von Tomherein nicht möglich^ dann wird 
durch die Quadratur eines aus zwei Wurzeln bestehenden 
AjggregsA^B erreicht^ daiis nur noch eine Wurzelgrölse vor- 
kommt^ die dann leicht isoliert werden kann. 

123|. Kommt nur eine Wurzelgrö&e Tor, so kann man 
sich auch bei Zahlenaufgaben mit Vorteil der trigonometri- 
schen Methoden bedienen. Hat man z. B. die Oleidiung 

qx+pYl — s?^=r, 

so kann man a;»sin|^ ^= cos| setzen^ dividiert man dann noch 
die ganze Gleichung durch yp^+ q* und setzt =g=sinc^ 

. = cos a, so nimmt^ wie leicht zu sehen^ die gegebene 

Gleichung die Gestalt an 

sin (I + a) = . 
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und liefert damit zwei einander zu sr erj^inzende Werte Ton 
I + a, daraus zwei Werte fttr | und zwei Werte fQr X] der 

Winkel a wird am einfachsten durch die Beziehung tga» — 

bestimmt. 

Hat man die Gleichung qx +|)}/i* — a:*=»r, so führt die 

Substitution x^^Ibui^, tg a » ^ leicht zu der Gleichung 

sin (I + a) = — ^ u. s. w. 

123,. Die Gleichung 

xyp*— a^=q 
nimmt mittels der Substitution x^^pmni die Form an 

und die Gleichung ^ 

ax ^Yb^ + a^ 

verwandelt sich durch die Substitution o; » & tg | in die 

Gleichung 

sin £ = — u. s. w. 
^ a 

124. X + Ya^ — a^ = a ...... L. ä; = a. 

125. X + Y^^ + a* == a L. a: == 0. 

, 6 26a 
18 ' 826 

a = 53, 13«, I = 22, 62«; 51, 12». 



125,. 3a; + 4 >/13» - a? = 56 

a - 53, 13«, I = 67, 38»; 6, 36«. 



125,. a;y'289-a;« = 120 

L. a; - ± 8, ± 15 

I - 61, 0975«; 28, 0725» 

125^. 41« =.9yi600 + «» 

L. a; = ± 9 

I = 12, 68«; 167, 32«. 



] 
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126. Ya — x+Yx — b ^Ya — b . . L. a^^^a, x^ = b. 



127. ya*^=^+y6M^ = a + 6 
L. iCj = 0, rCg = a* — &*. 



128. l/a - a; +y6 — X = ya + 6 

129. i/a-a: + )/a; - 6 = i/a + 6 - 2a; 

T l « + ^ 

Jj. a?! = 0, X2 '^ — g— • 

130. -j/a - a; + yft — a; = "/a -h 6 — 2a; 
L. a^ = et, a?2 = &. 

130i. ■i/4a + 6 - 5a; + t/46 + a — 5a; - 3)/a + 6-2a; 
L. a; =« a, 6. 



ISOg. )/9a + 6- 10a;+y96 + a-10a;« 4ya + 6-2a; 
L. a; = a, 6. 

130». y49a + 6 - 50a; + 2>/4a + 96 - 13a; = 
yi21a + 496 -170a; 
L. X = a, 6. 

^ Q-| Va— a;+V^ — ^ a; 



Va— a; — "j/aj — ft y (a — x){x — h) 



j^32^ (a + a;)y^^~(fe + a;)T/&:r^ ^^ 
]/a— ÄJ — y6 — o; 

^- ^ = — ^475 — ^ a;2 = 00. 



1 33 Va— rc + Va; — 6 _ -|/a- 
Va— aj — Vä — 6 r a; — 



— a; 
6 



2 ' 4 



134. 



yx — a -f Va; — 6 
yS^i — y a; — h 



-| /a; — a 
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Man quadriere^ subtrahiere 4 auf beiden Seiten und ziehe 
wieder die Quadratwurzel^ so erhalt man 



VW,-V^.-v^*- 



+ 

Dividiert man diese Gleichung durch die gegebene, so 
giebtdaa («_«;)- (6 + o;) V?^ 



u. s. w. 



(a — ic) + (6 + Äj) c 

In ähnlicher Weise kann man die 3 folgenden Gleichungen 
lösen. — Ist c eine Zahl; so sucht man am besten den Quo- 
tienten 1/r^— == y als neue Unbekannte zunächst. Für 
c = 3 -^ erhalt man a; = 3, — ; also x = 



10 10 



136. t/«E^-.t/5^ = c 

Y h-^x V a — x 



+ 
T a — 6 , (a-\-h)c 

Für a = 39, 6 = 1, c = 2y wird x = 35, 3. 



Für o = 29, & = 13, c = 2^ wird x = 38, 4. 
138. T/JE* _ l/EE^ = , 

f — a? r a — x 
■El.. -gl ., 4a — 6 46 — a 

iür c = l— wird a; = — 5 — ; — r 

139 («- ^) ]/ä^^ -f (a?- &) ya;- & = a — 6 
j/a- a? -{-yx — b 

L. a^i = a, iCg == 6. 
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Setzt man }/a — x = w, Yb — x « t?, so nimmt die Glei- 

chung die Form an — ^ — = a — fc, also w* - wv + v*= a — 6, 

woraus wegen der Werte Ton u nnS t? folgt w v = 0, d. h. 
entweder w=)/a — x = oder t; — j/fc — a? =« 0. 

140. («-"^)'y^^=^+(^-&)'v^^^ ^^ fc 

(a -• a;) yö^^ -f (^ ~ ^) V ^ — ^ 

L. iCj == a, a?2 = 6. 

Die Auflösung geschieht ganz wie in Toriger Auffeabe. 
Man erhalt schliefslich 

(a — a?) (a; — 6) ("j/a — a? + Vx — 6) == u. s. w. 



141 {a-^)Vb+x + 0> + x)ya-x /^ 
Ya-x + yh + x 

L. a?! = 0, a?j == a — 6. 
Man kann links durch den Nenner heben. 



142. (^-<^)V^^-^ + {^'-^)y^-i ^^. i 

Yx — a + yx — 6 

Jj. a?i = a, iBj, == — ^ — 

Hebt man links durch den Nenner, so kommt man 

leicht auf 

2 (a; — a) = y{x '-a){x— 6). 

Dann durch Zerlegung weiter. 



143. 



(g — x) ya —x '\- (p — x)yb — x 

ya—x -\- yb — x 

L.a: = ^-|c + i-y4c«-3(a-6)^ 

Man hebe links durch den Nenner, schaffe die Wurzeln 
fort und löse üi gewöhnlicher Weise. a = 10, 6 = 2, c = 7 

geben a; = l y; 1. 



144^ {a-x)ya-x + {b + x)yb + x ^^ 
(a — x) yb-]-x + (& + «) V«— « 



a = 9, 6 = 4, c = l-g- giebt a: = 5, 0. 
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^•^ = -2- + -2 27+I-* 



+ 
12 



a = 35, 6 = 9, c = :^ giebt x^M, 10. 



8 



8 / 8 



Ya — x —y/x^b 

in + ah 
a» + fe« 



T a'^b + ab* 



147. (« + a^)V«-^~(^ + a?)yft-a; ^j, 



4_7»4 



a*~6 



Lc* — 



? Xa == oo. 



58' •*'2 



148 v^+y^ ^ 1^^ _ ^^+°^' 

* Va - Vä ya + Vx « («- a) 

L. a?^ = 0, a?2 = ct. 

149 1 ■ 1 _2Vg; 

yi^^+yb-x ya+x-yb-x «-^ 



150. Ya - bx +yc — dx ^'Ya + c — (b + d) X 

y a c 

151. /aa; — 6 +"j/c — dic «"[/(a + d) a? — (ft + c) 

Man quadriere, isoliere die Wurzel und quadriere noclimals. 

]/a^^^^ -f V**^ '- ^ Ya — bx — Ynx — d 

La c-\-d 

Durch korr. Add. (18. c) erhalt man 



Ya — bx -^Yc — mx ___ Ya — bx — Yc—mx 
Yc—mx — ynx — d —ye—mx-\-ynx^d 
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Diese Gleichung zerfällt in 

1. )/a — bx + Yc — mx = — ya — bx+Yc — mx und 

2. Y^ " ^^ ~" y**^ — d==0. 

Auch das Heraufmultiplicieren mit den Nennern fahrt 
leicht zum Ziel. Man kommt sofort auf die Gleichung 

l/a — bx ' l/c— mx == y^a — 6a? • )/n^"^^ u, s. w. 



153. a; + i.= « 



"" 26 "~ ya + 25-Va-25 

a. Die vorstehende Gleichung wird für viele der später 

folgenden Aufgaben von Wichtigkeit sein. Sie kann folgende 

Formen haben: ^ 

1. o; H — = -T- 

5. a^-^x+1^0 

4. 6a;* — arr + 6 == 0. 

Gleichungen dieser Art heilsen symmetrische Glei- 
chungen. In solcher Gleichung müssen^ sobald sie geordnet 
und auf Null gebracht ist^ die Koef&cienten der Potenzen 
von X einander gleich sein, deren Exponenten sich zum Grad 
der Gleichung ergänzen, oder mit anderen Worten, die an 
symmetrischen Plätzen der geordneten Gleichung stehenden 
Gieder müssen gleiche Eoef&cienten haben. So ist z.B. 

aa?* + 6a:* + cx^ + 6a; + « = 

eine symmetrische Gleichung des vierten Grades. — 
Eine symmetrische Gleichung bleibt ungeändert, 

wenn man — statt x setzt. Ist daher a^i » a eine 

X ^ 

Wurzel einer symmetrischen Gleichung, so mufs 
auch 0^ = — eine Wurzel derselben sein. 
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Die 2. Form der Gleichung ist ftlr die Auf lösting, wenn 
man die Wurzeln unter einer symmetrischen Form haben 
wül, die geeignetste, die 3. Form für die gewöhnliche Auf- 
lösung und um das Verhältnis der beiden Wurzeln zu ein- 
ander zu zeigen. Da das letzte Glied gleich dem Produkte 
der beiden Wurzeln sein mufe, so ist bei symmetrischen 
quadratischen Gleichungen stets 

oder 

Xi ^ — und «To = — 9 
^ x^ ^ x^ 

d. h. die eine Wurzel ist der reciproke Wert der andern, oder 
die Wurzeln sind „zu einander reciprok". 

b. Löst man auf dem gewöhnlichen Wege, so erhält 
man die erste Form des Resultats. Die andere Form kommt 
durch korr. Add. (s. 18, 7). Man hat aus der 2. Form der 



Gleichung 



x^+t ^ a 
2x "" 26 

x*+l+2x a + 2h 



x^ + l—2x a — 2b 



2& 
2b 



(2) ^ = V;+26+>^ (^ jg^ 

Indem man diesen Wert von x mit ya + 26 + }/a — 26 
erweitert, erhält man die erste Form der Lösung. 

So weitläufig diese Auflösung zu sein scheint, so ein- 
fach ist sie in Wirklichkeit, und sie würde nicht minder 
einfach sein, als die gewöhnliche, wenn man sich für diese 
nicht ein fiir allemal die Formel der Lösung gemerkt hätte. 
Wer das Verfahren der korr. Add. nur ein wenig geübt hat, 
wird auch die Lösung sofort hinschreiben können. Überdies 
giebt es viele Gleichungen, wo dieser Weg der Auflösung 
nicht allein an sich der kürzere ist, sondern auch die weitere 
Entwickelung der Rechnung erleichtert, insofern diese ein 
symmetrisches Resultat erfordert, wenn anders die Rechnung 
nicht viel komplicierter werden soll, als nötig ist. Die in 
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diesem Buche Torkommenden Aufgaben werden dafür sehr 
yiele Belege geben. — Die gewöhnliche Anflöenng der qua- 
dratischen Gleichung wird auf diese Weise umgangen. 

flj 4- 1 
c. Aus der Gleichung (1) ersieht man^ dals — ^ durch 

Ausziehxmg der Quadratwurzel gefanden wird; es muls sich 
daher auch; wenn man 

(3) f^ = < oder » = ;-±^ (s.18.1) 

in der gegebenen Gleichxmg setzt, filr t eine reine quadra- 
tische Gleichung ergeben. Man erhält aus 2. durch Ein- 
führung von t 



(4) 



«»-1 b 



(5) ^=y!? 



26 
2b 



_ t+l _ Va + 2b + ya'-2b 
"~ « - 1 "" ya + 2b - ya-26 

Ebenso verlieren die symmetrischen Gleichungen höherer 
Grade durch die Substitution (3) ihre ungeraden Potenzen. 
Setzt man dann noch t* = Uf so sind damit die Gleichungen 
des 2n ten und des (2ti-f l)ten Ghrades auf Gleichungen des 
nten Grades, die Gleichungen des 5. und 4. Grades auf qua- 
dratische Gleichungen reduciert. 

d. Die beiden Wurzeln der Gleichung sind nach (2) 



ya + 2b + ya-2b _ Va + 26-Va-26 

^^ ya + 2b-ya-2b' ^"" l/a + 25 + l/a- 26 

Aus dieser Form der Wurzeln erkennt man sofort, daCsi 
dieselben zu einander reciprok sind, wie schon oben in a. 
bemerkt ist; denn x^- oc^^^l. 

e. Für die Berechnung, wenn a und b in grölseren 
Zahlen gegeben sind, ist die 2. Form der Lösung ebenso 
einfach als die 1. Form. Setzt man, wie oben in (5), 



V. 



a + U _. 
a-26"~^^ 
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so hat man , 

f. Eine aUgemeinere Form einer symmetrischen quadra- 
tischen Gleichimg ist 

Es empfiehlt sich, hieraus zunächst 

x*+l ^ Mn'-^Nm' 
X Nm — Mn 

zu entwickeln. Dann weiter nach b. 

Die folgenden Gleichungen sollen durch korr. Add. auf 
dem oben in b. angegebenen Wege gelost werdeiL Man 
vergleiche die Beispiele 18, 11—14. Setzt man dort v^^^l, bo 
erhalt man Gleichungen, die den nachstehenden ahnlich sind. 

153,. Die Gleichung o; + ^ = | la&t sich auch teigono- 

metrisch behandeln. Brimrt man sie in die Form :r-i — i '^ — 

° . u l-\-x* a 

und setzt jetzt a? = tg|« — |; so erhalt man leicht 

sin2|«=2sin|oos|-= — f woraus sich dann ftlr 2| zwei 

einander zu 2 Rechten ergänzende, für | also zwei einander 
zu einem Becht^i er^nzende Werte ergeben. Es ist also 

li + ^ = Y^ und man hat sofort a:, = ig Ij, ^^2 = *8 la =** 

cot|i = ^- 

Entsprechend lafst sich die Gleichung « - - = -j ia 

2x 2(2 

die Form bringen ^ == — Die Substitution a? = tg | 

führt hier sofort zu der Gleichung tg2| = 9 deren 

Lösungen (2|), und (ßl% sich um zwei Rechte unterscheiden; 

es ist also Sa^^i + y? ^ = tgli; i»2-"*gia = "- cotgi = — j-- 

Diese trigonometrischen Losungsmethoden sind z. B. auf 

die Gleichxmgen 164 bis 164^) und 164^ bis 164^ anwendbar, die 

sich auf die Formen x-] — =* -i- und x = -5- bringen lassen. 

X X d ^ 

T ysa-l +V3~a a4-l4-V(3a-l)(3~a) 

Jj. a? =■ . ; = jTT TT : • 

ysa-l-ys^^ 2(a-l) 
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155. x' + l'-aCx + iy (vgl. 18, 12) 



T l + ysa-l a + V2a-l 

156. a?« + l«a(rr-l)» 



157. 



T V2a-1 + 1 a + V2a-l 

Li. a? = ^ = 5 • 

y2a-l-l «-1 

oj^+^' + ^ + i 5! 

(0? + 1)» ^ n 



T Vw4-V2« — n 

L. a?=: V / =• 

Man hebe zunächst links durch x + 1, 

158. ^f4' = -(5^y 

L. a?! « 1 



j/w +l/4n — St» 2n~w-fyw(^n--»m) 

^^''^ Vm-|/4n-3m"" 2(m-w) 

Die öleichnng hat 3 ungleiche Wurzeln. Man kann 
links durch x — 1 heben. Dann genügt zunächst noch 
a; ~ 1 s= 0, und es bleibt schlieJslich noch eine symmetrische 
quadratische Gleichung. 

jgg x^ + x^ + x + 1 ^ m 
x* — x*—x-\-l n 

L. rc = ' • 

y2i» — w — Vw 

a;' — oj* — ic + l !»• 

Li» + w f» — n 

^ m — n ' in-f-n 

161. ^?fi^'=.l 

L. a;^ = 0, 0:5 = 00. 

162. aaj«-(a«+l)ir + a«0 
L. iTi — a, a^ = — • 
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Es ist lulmlicli 

2aj "~ 2a ' a?- 1 "^ ^ a- 1 "" ±(a-l) 

o + l±(a~l) 
^ "" a + lipCa-l) ^- ®- '^• 

163. a6a;*-(a* + 6*)a? + a6«0 
L. a?i = y; ^--5-- 

164. 6rr»-13ic + 6«0 

T 3 2 

Es ist hier 

x*+l n x + 1 , ^ 6 5±1 

[(21), = 112, 620, (2|)^-.67,88T). 
164,. 3a;» - 10a; + 3 - 

L. a?, «=» 8, ^a = 'g- • 

[(2|X = 143, 13«, (21), = 36, 87»]*). 

164j. 2a!» + 5a; + 2 — 

L. a?! — — 2, a^ =- — g- 

[(2 IX -» 306, 87» (2 1), - 233, 13«j *) . 

164a. 5a;* + 24a; - 5 - 
L. a?! =* -r-; ajj = — 5. 
[(2|), = 22, 62», (2|)g - 202, 62»]*). 

164^. 6a;« + 5a; — 6 •= 

^•^i = -j' a;2 — — y 

[(2 %\ - 67, 38» (2|), -= 247, 38»]*) . 

16^. 12a;» - 7a; - 12 = 

T 4 8 

ii. a;i ■= y , iBj = — — . 

[(2|)i = 106, 26», (2a = 286, 26«]*). 



*) Über die trigonometrisclie Lösung vgl. löSj. 
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165. X + — =:^a + ^ 
X a 

Jj, x = a* — • 

' a 

a. Diese Gleichung ist yon 162 nur der Form nach 
verschieden. Sie hat aber in dieser Form; bei der links und 
rechts die Summen (oder Differoizen) zweier reciproken 
Ghrölsen stehen^ oder links die Summen zweier Grölsen und 
rechts die reciproken Werte derselben (s. u. 5)^ noch ein 
besonderes Interesse. Die Gleichung ist eine quadratisch«^ 
liefert also zwei Werte fdr x. Kann man daher zwei 
Werte für x angeben, welche der Gleichung genügen, 
so ist die Gleichung gelost. Nun sieht man sofort^ daüs 

x^^a und x*^ — genügen; mithiTi sind a und — die WurzeLi 

der Gleichung. Hiemach hat man aus 

1. ic + — — Y-=3 + y sogleich a; — 8, y 

o , ^^ a-\-b , a — 6 a-\-b a — 6 

X a — b a-\-b '' a — b^ a + & 

M 1 a b ab 

X b a ^' b a 

5. a + X ^ 1 



w 



1 
X ^ —9 — a 



a ' X '' a 

c>a + x,b + x ^1 «+«_o ^.dh 

x===a — 2b, 6 — 2a 

'• x^ "^ ö^ °"6" » ^^=^ "■ Y' ¥' ^- ^• 

2a-f3& 3aH-2& 

8 a — X , a? — b a , 6 a — x a b , , 

rc — • a—x b a " x — b b a 

_ 2ab a'4-5» 
a-\- b a-\-b 

yv a— a; b4-x m n a—x m ** , , 

b-\-x a—x « «I '' o+a? w m 

an — btn am + bn 

X = j ; . ■ 

m-f-n in — h 
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b. Auch die Zerlegang wird bei Gleichtmgen dieser Art 
sehr gut angewendet. Man hat aus der gegebenen Gleichung: 

1 1 1 X — a 

ir — a = 9 also a; — a = 

a X ax 

Man kann daher setzen: 

1) x-a = 2) 1 = — 

^ ^ ax 

Haben die ölieder^ die zusammen mit ihren reciproken 
Werten in der Gleichung yorkommeU; die Form von zu- 
sammengesetzten Ausdrücken, so ffihrt man zweckmäfeiger- 
weise für sie zunächst einfache Bezeichnungen ein. Es sei z.6. 

crecreben: , , 

° ° ^ a—x o-\-x m n 

' b-\-x a— a? n m 

Dann setzt man ^^ = u und — = t?, und die Gleichung geht 
über in 

u = V f also 

U V 

1 1 u — v 

U V UV 

1) i^ - t; -= 2) iiv = - 1 

1 
u = v w = u. s. w. 

V 

9 ^"^ I ^(g — ^) b — x 2(a — 6) 

3(a-6)"^ a-x "~ 2(a-6) "*" b-x 

Diese Gleichung zerfällt nach dem Yorigen Beispiel in 

i\ ^"^ b — x g^N g — a? 2(a — 5) 

V 8(a-6) ~" 2(a~6) '^ 8(a-6) "" 5-aj 

Man erhält so 

x = U — 2a] 3a — 26, 36 - 2a. 

166. ^ + ± = 5? 

T l/w + 2w + Vw -- 2 w 

y w + 2 » ~ y w — 2 w 
Diese Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf x und a. 
Setzt man a = 1, so erhält man 153. Den dort in a. an- 
gegebenen Formen entsprechen hier 

Bar dey, Algebraische Oleiolmngen. 5. Aufl. 4 
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' a * X n 

^* =^ — 

arr n 

8. x'-^-ax + a'^O 

4. nx^ — marc + wa* = 0. 

Die allgemeinere Form einer solchen Gleichung würde sein 

mx^-^-m^ax-^fna^ M 

nx^'\-fiiax-\-na^ N 

um die oben angegebene symmetrische Form der Losnng 

ZU erhalten, sucht man nach 17, 7 und 8 immer erst 
Im Torliegenden Falle hat man 



ax 



'+a* m x^-\-u* m x-\-a -■ /m + 2n 

ax n ' tax 2n x — a V m — 2n 

X ym -\- 2n + Ym — 2 n 



« ym + 2n — ym — 2n 



U. S. W. 



Hier sind die beiden Werte für — reciprok, nicht die 
für X selber. "* 

167. ^1 + ^^ + ^] ^ c 

x^ ^ ax -\- a" 



T VSc-l +V3 



ysc-i -ys-c 
168. /^'+«' 

T y3c-2+y2-c 

y3c~2 - y 2 — c 

169 ^'+^' =:. 

T i4-y2c-i 

L. x = a — ^ , ' 

1— y2c-i 

170 ^_ (a'+&')^-(«'-&') 
-^«^- «^ — (a8-5«)aj-(aH&*) 

■j- a-\-h a — h 
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171. a^-2ax + b^^0 

L.x^a + Y^ir^', oder a; = 6.J^Ü^. 

a. Diese an sich nicht symmetrische Gleichung lalst sich 
auf eine symmetrische Gleichxmg zurückführen. Da das 
mittlere Glied kein Gegenstück in der Gleichung besitzt; ist 
seine Form willkürlich; diese lafst sich so abändern^ dals es 
das doppelte Produkt aus zwei Groisen wird, deren Quadrate 
an erster und dritter Stelle stehen. Die Auflösung durch 
korr. Add. nimmt dann die folgende Gestalt an: 



rr + 0* = 2ax, -^ — = i-^ — S- = 1/ — S- u. s. w. 
' ' 2bx b x — b V a^b 

In dem vorliegenden Falle hat die gewöhnliche Lösung 
wegen ihrer Form sowohl, als wegen ihrer Kürze den Vorzug. 
Es werden jedoch späterhin viele Fälle vorkommen, wo es 
zweckmäfsiger ist, die Auflösung mit Hülfe der korr. Add. 
zu beschaffen. 

b. Man kann die korr. Add. auch zur Auflösung einer 
jeden quadratischen Gleichung anwenden. Ist nämlich all- 
gemein die Gleichung 

ic* — aa? + 6 = 

gegeben, so hat man 

x^ + b = ax 

x*-\-b a 



2xyb 2yb 



x + VO T /a + ^Yb 



X 






2yb 



Ya+^Yb - Va- 2 ys" 

Diese Lösung empfiehlt sich namentlich dann, wenn die 
Gröfse b ein vollständiges Quadrat ist. Erweitert man den 

Wert von x mit ya + 2 y^-f ya — 2 Yb, so erhält man als 
neue Form dieses Wertes 

(Ya+^Y^+Va-^Y^y ^ a+Va'-46 
4 "" 2 * 
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Aus dieser identischen öleichting folgt dann, wenn man 
a* — 46 = c, also 2y]b = a^— c setzt und unter Yertauscliimg 
beider Seiten der Gleichung radiciert, die Gleichung 



Dies ist die bekannte Formel filr die Ausziehung der 

Quadratwurzel ans einem Binom yon der Form a+}^. Sie 
giebt eine Yereinfiachung des Radikanden^ wenn a^ — c ein 
Quadrat ist. Die Auflösung der quadratischen Gleichungen 
durch korr. Addition macht die Benutzung dieser Formel 
überflüssig; man erhalt immer den einfachsten Radikanden 
(vgl 261). 

171^. Auch die in 153^ angegebene trigonometrische 
Methode ist auf die allgemeine quadratische Gleichung an- 
wendbar. Hat man die Gleichung 

bei der 











y 


= ±e» 




gesetzt 


wird, 


so 


kann 


mau dieser leicht die Form 


geben 










-^ X 


ß 

a 




woraus 








2a; 
e 


-_ 2ac 






X* 





folgt. Setzt man jetzt — » tg|, so hat man, je nachdem -^ 
den Wert + e^ oder den Wert — e* besitzt, die Gleichungen 

sin2| = ^ oder tg2| = -~; 

zu denen sich dann in beiden Fallen die Gleichung a;»etg| 
gesellt. 

Da die Funktion Tangens jeden Wert annehmen kann, 
die Funktion Sinus aber den Wert Eins nicht übersteigen 
darf, gewinnt man auf diesem Wege eine neue Bestätigung 
der bekannten Kennzeichen für die Reellitat der Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung. 
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Haben y und a entgegengesetzte Zeichen^ ist also 
— = — c*, so sind die Wurzelnder Gleichung aa;* + /Ja; + y — 
stets reell; haben y und a gleiche Zeichen, so daüs — » 6^, 

SO erfordert die Beellitat der Wurzeln, daij9 der Bruch -y 

nicht gröfser als Eins, also 2ae nicht gröüser als /}, 4a^6^»4a^ 
nicht gröfser als fl? sein darf. 

172. ?Ll| + ^I^ _ !? 



T a-\-h , a — 6 1 /m — 2 n 



« + 2n 

a. Diese Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf 

a—x j x — h 

1 ; oder 

x — o a—x 

Man kann also diese Grölsen auf dem in 153b. und 166 an- 
gegebenen Wege finden. Man hat nämlich 

{a — xy-\-{x — hy m 

2{a — x){x — b) 2n 



ia-x)-(x-b) _T/m-2n ^^^ 



{a — x) -\- {x — b) V w+2n 
Hier ist schon die Auflosung auf dem gewöhnlichen 
Wege nicht ganz so einfach. Ist — ein Zahlenbruch^ für 

welchen die Wurzeln rational werden, so thun die Bemer- 
kungen bei 165 gute Dienste. 

b. Am nächsten liegt es, die Gleichung zunächst nach 

der Grölse — ^v aufzulösen, dieses Verfahren ist zugleich von 

noch allgemeinerer Verwendbarkeit (siehe c). Durch Multi- 

[a — x\^ [a — x\ , f. 



a — x m -|-ym*— 4ti' 
x—b 2n 

Setzt man diesen Ausdruck gleich r, so wird 

a-\-br 

r+1 



' 
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c. Entsprechend löst man alle Oleichimgea von der Form 

m(a — ir)*— n{a — x)(x — h) +p(x — 6)*= 0. 

Man dividiert dorch (x — 6)* und verfahrt, wie in b. an- 
gegeben. Hätte man z. B. 

6(a - xy + ll(a - x)(x - 6) - 10(a? -6)^-0 

so findet man zniulchst 

a—x 2 5 , 
r = -^t — ^; also 

8a4-2& 6b— 2a 

X = 1 9 



173. 



6 8 

{a — x){x — h) 6 

T 3a+2& ^ _ 2a+36 



.7. {a-xy+(b-xy ^ 6 
**• (a-a;)(6-a:) 2 

L. a;i = 2a — 6, a;*== 26 — a. 



"^''^" (aj + a)«-(aj-6)«"~ 2a 



6 



^•^^ — S-' ^^--i^-^- 

Man wende korr. Add. an, radiciere nnd wende wieder 
korr. Add. an. 

(a-xy-{x-iy 4a5 



176. 



(a -'X){x — h) d*— 5' 

T a«4-&* aH&' 

* 2a ^* 2o 



Hier ist der gewöhnliche Weg der einfachste; auch 

kann man den in 172b. angedeuteten einschiffen. Damach 

hat man , . , 

a — x x — o 4ao 



x — b a — x a*— 6* 
— x\^ ^ab /a — xy 



/a — xy ^ab /a — x\ ^ 

\x^) "" a»-6» \x^) "" ^• 

Daraus folgt 

a — x _ 2a& + (a*+&*) 

x — b a*—6* 

a — Xi a-\-b a — x^ a — b 

x^-b a—b x^ — b a + & 



U.S.W. 



B. Vollständige qnadratiBolie Gleichungen. 56 



177 (« — a?)»-|-(<' — a?)(a? — 6)-f-(a; — ft)* _ 



178. 



49 

(a'-x)*-^(a-xXx-b) + (x-b)^~~ 19 

T 5a+35. 3a+55 
L. rCi^ g— ' ai = — 8 

Durch korr. Add. kommt man zunächst auf 172. 

(a-xY+jb-xy _34 

{a-xy+ (a-x)(p-x) + (p-xy "~ 49 



T 5a— 35 66— 3a 
L. a^= — i — > ^ = — ^ 



i7Q 2a'+«(g-a?) + (« + g)' c + 1 
^^^' 2a»+a(a + a?) + (a-^)**°c-l 

L.x=^2a ^^ + '^ , oder x^Uic+y?'^^). 

Man hat zunächst 

4a'+aa; + aj* c-j-l 

■- ■ I ■ 1 1 ■ ■■■■- ■ ■■■! ■ sss — — ^^^ • 

4a*— aaj + ic* c — 1 
Daraus durch korr. Add. 

4a'+a;* 

■ — =C. 

ax 

Je nachdem man jetzt durch korr. Add. weiter lost oder 
nach der gewohnlichen Methode verfahrt; erhalt man die 
1. oder die 2. Form der Lösung. 
a-\-b'-2x m 



180. 



y(a^x){b-^x) ♦» 



2 2yw*-4n* 

Setzt man "/(a — a;)^ + 7/(6 — a;)^ für a + 6 — 2a;, so 
sieht man leicht, dais die Gleichung symmetrisch ist für 
Ya — X und }/6 — a;, also die korr. Add. ihre Anwendung 
findet (s. 18, le). Man quadriere, multipliciere die Nenner 
mit 4, subtrahiere den Nenner vom Zahler nach der korr. 
Add. und radiciere, so giebt das 



m 



(g — a?) + (& — x) m , , a + b-'2x 

(a-a;)-(6-a;)~y^j_4^a^ * * a-& "" ym«-4n' 

Nimmt man Zahlen und setzt 

m 10 ,..,. 9a — 5 9& — a 

— = y ; SO erhalt man x^ = — ^ — ? ar^ == — g — 

w ^ 4a — & 4& — a 

n"" 2' '' w w ^1 — — 3— ' ^——3 



etc. 
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Auch das bei 165 Gesagte findet hier, wie bei den 
folgenden Anfgaben, sehr gut seine Anwendung und f&hrt 
bei Zahlen^ für die die Wurzehi rational werden, am schnellsten 
zum Ziele. 

1Ä1 a + & — 2a; m 

T ^ a + & (a-&)w_ 

Auch hier yerfahrt man ganz, wie bei der yorigen Auf- 
gabe, und schreibt sofort hin 



{a-x) + (x-b) ym*+4:n* 
Setzt man 

m 3 . , Aa + b a4-4& 

— = -^r? SO Wird X. = — r—9 ^ == — r — 

n Z ^^ ^ ^ 10 ^« 10 

Bei den folgenden fünf Aufgaben wird es zweckmafsig 
sein, die Gleichung zunächst auf die Form 180 oder 181 zu 
bringen. 

y(a~a;)«+y(a-a;)(6~a;)+y(6-a?)« m 



182. 



y(a-a?)*-V(a~a;)(6-a;)+V(6-a:)« »* 
L. a; = — i 1- 



2 2 y(8w-n)(3n-w) 

giebt a^i = — r — ? a^ 



w 3 ö "^i 3 "^ 3 

w _ 19 __ 9a — 4& , __ 96 — 4a 



jgg y(a-a;)' + V(«-^)(^-&)+V(a?-&)' ^»t 
y(a-aj)«-y(a-aj)(a;-6) +y(a;-5)» ♦* 

j a4-2» , a — 6 y(3OT — w)(3 w — m) 

■*^- ^ 2~"^~2 STfn 



Da "/(a — a?)* + ")/(a; — 6)^ = a — 6 ist, so kommt man 

hier auch sehr einfach zum Ziele, wenn man "/(a — x){x — 6) 
isoliert, dann quadriert etc. 
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-==3 giebt x^=^x^=:-^ 

m 1_ 4a + 6 Ab-^a 

184. . , .^ == — 

2 2y2mn-n* 

w 17 . , , 25a~96 262»— 9a 
- = 32 P«*^* ^l=— 16— ' ^2^ 16 



Hatte man yx — h statt yh — a;, so könnte die Gleichung 
als einfach angesehen werden. Es wäre namUch 

y{a-xy—y{x-by _ m 



man könnte also links durch Ya — x + Yx — h heben. Es 
bliebe nur 

Daraus folgt 



185. 



x—b n — m x — b \n — ni/ 

Mithin durch korr. Add. 

a-\-b — ^x 2mn a+6 ((a — b)inn 

a — b w'+n*' 2 m'+w* 

{ya-x +yb-^xy _ m 

y (a - a?) (6 - ä) "" w 

^ ^ ym' — 4wn 

w 100 V i» -^ 49a — 96 496 — 9a 

jgg (y g - X +yx - 6)^ _ m 

^* y(a-ic)(a;-6) ^ 



T a + 6 , a — 6 yw'— 4mn 

2 ' 2 w — 2n 

m 26 ,. r ^ 9a+4& 96 + 4a 
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Man setze den rechts stehenden Quotienten gleich y. Dann 
hat man 

y+l 6 8 . 

f^t-nv^y — V * 

^^V^^ 5' *5 536-16' 16 '»•"•'• 

iQß \^a-x+Yx-b uk/a-x 

T 848a — 275 8a + 1266 
^•^^ 316 ' — 188 

.__ Va-a!4-Va!-& 2\/a-x 
T 16a + 5 a + 816 

„ 2a-(l + a')a? _ 26 + (l + 6')a; 



L. a;i = j 



a — 6 1 — ab 



ah ^ a — b 



a. Mnltipliciert man mit den Nennern herauf, vereinigt 
die gleichartigen Glieder und bringt das mittlere Glied nach 
rechts, so erhält man die symmetrische Gleichung 

2a; "" 2(a-6)(l-a&) ' 

welche durch korr. Add. oder nach 165 leicht weiter zu lösen ist. 

b. Noch einfacher wendet man gleich die korr. Add. an* 

Das iriebt 

* (l + a)\l^x) ^ (l + b)^(l + x) 

(l-a)*(l + rc) (i-6)«(i-a;) 

l + a? _ . (l + a)(l~6) 
l-x'^— (l-a)(l + &) ^•®•^• 

Ebenso kann man bei den vier folgenden Aufgaben ver- 
fahren. 



188. 
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ax-\-b mx^n 

bx'\-a nx — m 



L X ^ V(«:i^K^ +g+V^«+^)Ö^^ oder 
]/"(a-5)(w + n)+l/(a + 6)(m-n) 

an — bm 

Die letzte Form der Lösung kommt auf dem gewöhn- 
lichen Wege; die erste durch korr. Add. Man hat 

x*-\-l atn — bn 

2x an — bm 

(x-j-lX* am — bn-\-an — bm (a — 6)(w-|-») 
x — l) aw — 5n — an + 6i» (a + 6)(m — n) 

Sind für a, b, m nnd n grofse Zahlen gegeben, so ist 
die Berechnung von x mit Hülfe der ersten Formel am ein- 
fachsten; dann setzt man 



so hat man 



1ÖÖ 137^ + 103 _ 



V\ 



{a'\-b){m—n) 

(a-6)(w-|-n)"~**' 



l-^-r 1 — r 

287 a; -228 



189. 



1030;+ 127 223a; -287 

L. a: = 33, -3. 

ax — b mx — n 



bx — a m — nx 



T _ y(a + 6)(m+n) + V(a-&)(w-n) 
"" y(a + 6)(i» + n) -|/(a- &)(w- n) 

Die gewöhnliche Auflösung giebt 



189i. 



_ aw + 5n4-)/(a'-&»)(m'— n») 
an-^bm 

59a; -31 _ 313a; -187 
31a; -59 ""313 -187 a; 
T 16 9 

^•^ = V 16* 



iQrt ^ — ^^ **^ — ^ 

aa;+6 ma; + n 

j __ am — ftn+y(a'+&*)(w'+n*) 

JLi» kl/ -^— , V • 

an + ow 
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Man kann auch hier durch korr. Add. eine Form der 
Lösung erhalten; welche der ersten Form in 188 und 189 
analog ist, doch treten dann in dem Ausdruck imaginäre 
Gröfsen auf. Man erhält zunächst die Gleichung 

x*—l am^bn 

2x an — bm 

giebt dieser die Form 

aj*+ i* am -\- bni^ 

2iaj ani-\-bmi 
und gelangt so zu der Losung 



. y(a -{• hi){m + n%) + V(a — b%)(m — ni) 

y{a + b%){m -{- n%) — V(a — bi)(in — ni) 



c. 

Höhere^ Torzngsweise kubische Gleichungen mit einer 

leicht erkennbaren Wurzel. 

Ist x^ ein Wert von x, für welchen der Ausdruck 
Äa^ + Sa^ + Cx + D den Wert Null annimmt, so dafe also 

Äxi + Bxl + Cx^ + D = 

ist, so kann man diese Gleichung von der identischen Gleichung 

Äa^+Bx^+ Cx + D=^ Äa^+Ba^+ Cx + D 

subtrahieren, man erhält dann die Gleichung 

Ä(a^-a^)+B(x^- xi)+C(x - x^) ==ÄaT' + Ba^+Cx +D. 

Da aUe Glieder der linken Seite den Faktor x — x^ ia 
sich enthalten, muls dieser Faktor auch in der rechten Seite 
stecken, d.h.: 

Ist a^ eine Wurzel der auf Null gebrachten kubischen 

Gleichunir 

^ Ä^x^+Bx'+Cx + D^^O, 

so mufs die linke Seite dieser Gleichung sich in ein Produkt 
verwandeln lassen, dessen einer Faktor {x — x^ ist. Der 
übrig bleibende Faktor ist dann vom zweiten Grade. Setzt 
man ihn gleich Null, so erhält man eine quadratische 
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Gleichung; deren beide Wurzeln zugleich Lösungen der ge- 
gebenen kubischen Gleichung sind. Diese hat also im ganzen 
drei Wurzeln. 

Die erste Wurzel ist bisweilen beim ersten Anblick er- 
kennbar (Aufg. 191; 192, 193 u. a.), in anderen Fallen erhält 
man sie durch Nullsetzung eines ganz ersichtlich allen 
Gliedern der Gleichung gemeinsamen Faktors. 

191. c^+{a-xf^a^ 
L. iCj = 0, ic^ = a. 

Diese, im Grunde nicht kubische, sondern nur quadratische 
Gleichung kann auch in folgender Form erscheinen: 

192- :-±i - CÄT 



L. a; = 0, y 2a6 - h\ 

Die Auflösung geschieht hier mittels korr. Add. Man 
hat sofort 

X ^h X 

Die Gleichung kann auch in folgender Form erscheinen: 
(6 + x) ^a — X == (6 — a;) "/a + x, 

193. {x-Vf^x^-\ 
L. iCj = 0, x^^=^ 1. 

Die Gleichung hat einen Faktor x^\\ sie zerfallt 
also in 

La;- 1 = 2. (a;~iy=Ä:«+ a; + 1. 

Diese zweite Gleichung ist nur scheinbar quadratisch, 
die ganze Gleichung nur scheinbar kubisch (vgl. 191). 

194. a;^-a;«+a;-l==0 

L. a; = 1, ± i. 
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Man zerlege links in Faktoren, und löse weiter nach 92. 
195. 2a;»-7a;* + 7a?-2 = 

1j. a?j^ = 1, 5/2 = Ä; a?j = g- • 

195j. a. Die ßleicliimgen 194 und 195 sind nnächt sym- 
metrische Gleichungen des 3. Ghrades (vgl. 153). Mit dieser 
Bezeichnimg belegt man Gleichnngen, bei denen die an sym- 
metrischen Stellen der linken Seite stehenden Glieder zwar 
gleiche Zahlenkoef£cienten, aber entgegengesetzte Zeichen 
aufweisen. Acht symmetrisch heifsen die in 153 be- 
trachteten Gleichungen, bei denen die Koefficienten der in 
Rede stehenden Glieder sowohl dem Zahlenwerte als dem 
Zeichen nach einander gleich sind. Beiden Arten von 
symmetrischen Gleichungen ist die Eigenschaft gemeinsam, 
bei Ersetzung der Gröfse x durch ihren reciproken Wert die 
alte Gestalt beizubehalten. In der That, hat man z. B. 

a? + ax^ +'bx^+ cx^^ da^ ± ca;* ± 6ic* ± aa; ± 1 =» 0, 

setzt hierin statt x überall — und multipliciert dann die ganze 
Gleichung mit x^, so erhält man 

\-\-ax + 1>a^+ C3i?+ dQ(^±cx^± hx^^ ax'^±o(?=Oy 

welche Gleichung bei ächter Symmetrie mit der ursprüng- 
lichen Gleichung identisch ist, bei unachter Symmetrie durch 
Multiplikation mit (— 1) mit ihr identisch wird. 

Jeder Wurzel einer solchen Gleichung entspricht somit 
eine zweite, die der reciproke Wert der ersten ist; dieser 
umstand hat solchen Gleichungen als zweite Bezeichnung die 
der reciproken Gleichungen verschafiFt. 

b. Die Wurzeln solcher Gleichungen lassen sich demnach 
zu Paaren von gegenseitig reciproken Gröfsen ordnen. Da 
die Zahl der Wurzeln dem Grade der Gleichung entspricht, 
bleibt von den Wurzeln einer Gleichung ungeraden Grades 
eine übrig, die also sich selbst reciprok sein muis, eine Eigen- 
schaft, die nur den beiden Zahlen -f 1 und — 1 zukommt. 
Eine solche Gleichung hat also entweder die Wurzel — 1 
oder die Wurzel -f 1, aus ihr mufs sich also entweder der 
Faktor {x + 1) oder der Faktor {x — 1) ausscheiden lassen. 
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Man sieht bald; daCs das erste für die acht^ das zweite ftlr 
die nnacht symmetrischen Gleichungen zutrifft. Bei sym- 
metrischen Gleichungen dritten Grades ist dann noch eine 
quadratische Gleichung zu lösen (196^ 197). 

c. Bei unacht symmetrischen Gleichungen von geradem 
Grade mufs das — sich selbst entsprechende — mittlere Glied 
einen Koefficienten haben, der zwei dem Vorzeichen nach 
entgegengesetzte Werte in sich vereinigt. Dies trifft nur für 
die Gröfse Null zu^ das mittlere Glied mufs also überhaupt fehlen. 
Ist diese Yorausetzung erfallt; so lafst sich; wie man sofort 
sieht; aus der Gleichung der Faktor {ci? — 1) absondern; durch 
dessen Nullsetzung die beiden Wurzeln + 1 nnd — 1 erhalten 
werden (vgl. 402, 426; 428; 428 J. 

d. Bei acht symmetrischen Gleichungen von geradem 
Grade darf der Koefficient des mittleren Gliedes von Null ver- 
schieden seiU; über die Behandlung solcher Gleichungen 
siehe Nr. 394; 394^ (vgl. auch 395, 395J. 

196. a?»-l=0 

L. a; = 1, 'j-^ — 

197. a;3+l = 



L. ^ = -1, -V^- 



2 

198. (a - xy (a? - 6) = (a - x) (x - by 
L. Xj^ = a, x^ = 0, a?3 = — 2 — 

Die Gleichung lafet sich zerlegen in 

1. a — a? = 2. X — b = 3. a — a? = a? — 6. 

Auch die 6 folgenden Gleichungen lassen sich leicht 
durch Zerlegung lösen. 

199. (a + xy (a-x)^{a + x) {a - xy 
L. a; = 0; ± a. 

200. {o(?-'a^){x-a)=^l^{x-\-d) 
L. x = — a,a±:b. 

^^^' (a-a;)» + (ÄJ-&)* "" 
T 1. a + b 

h, x = a, 0, ' * 



64 ^' Höhere Gleichungen mit erkennbarer WnrzeL 

Jj. x=^a, 0. — ^ — 

Man bringe den Nenner nach rechts und yereinige die 
Glieder mit gleichen Potenzen, so erhält man 

(a — xf (6 — a;) == (6 — a;)* {a — a?), d. h. 
1. a - a; = 2. 6 - a; = 3. (a - a;)* = (6 - a?)^ 

QOa nn — a ax — a* 

L. a; == d, 6, a — 6. 

L. a? = 0, a — 6, 6. 

205. (a-xy^(x-hy 

Bringt man die Gleichung auf Null; so lafst sie sich 
in die beiden Gleichungen zerlegen. 

1. (a - a:) - (a; - 6) = 

2. (a - xy + (a-x)(x-b) + (x- by « 0. 

Dafis übrigens der Gleichung durch a — x^x —b ge- 
nügt wird; erkennt man sofort. Wie man aber weiter löst, 
wenn eine Wurzel bekannt ist; ist oben angegeben (s. G. zu 
Anfang). 

206. (a;-a)» + (a;-6)' = 
L. wie in 205. 

207. x-\/x-dx + 2yx=-0 
L. a? = 0, 1 ; 4 



208. «V^ + &T^^ ^^ 

Y<^ — oj + y a; — b 
T -L « + ^ 

L x = a, b,-^' 

Man bringe den Nenner nach rechts ; vereinige die Glieder 
mit gleichen Wurzehi auf je einer Seite ; quadriere und löse 
durch Zerlegung. 



C. Höhere Gleiobnngen mit erkennbarer Wurzel. 65 

209. (^+^)V^--^+(&+a?)y&-a? ^^ ^ ^ 

ya — 05 + y 6 — 05 

1j. X =^ d, 6; C50. 

210. «T^+^;>gf^ ,a? 

y a — a: + y a; — 6 



ya — a5 + yaj — 6 
L. wie in 210. 



212. 



Ya + aj + y« — a; a 

L. « ■= 0, ± a. 



213. 



218i. 



ya~a; + y5-a? _ 6 

yö^^+yft^'"« 

ya — a5 + yh — x a — J) 



214 



Va-aj-yb-a; * — 
h. X^' €tf — j — > cx>. 

Ä-|-aj a — X X 



X 



L. a: = 0, y2(a-6)c + 6«. 

915 /q + 2a; \»_ 5a-45 + 4a; 
\a — 2a;/ 6a — 4& — 4a5 

L. aj = 0, |/a (a — 6). 
Man entwickele link^ nnd weode korr. Add.nckch 18. a) an. 

Ol f; / a;-8a4-6& \»_ 6a;-llg + 66 
^1' U + 6a-8&/ ~6aj + 6a-ll& 

L. a; == C50, i/5a*~ 6a6 + 56« (vgl. 33 u. £). 

^•'•*^«- ^a + 6-2aj/ "~6a-86-4a? 

L.x^ 0, y5»^=^ (vgl. Nr. 33—885 nnd 121-121i). 

Bardey, AlgebnÜBohe Glelohimgen. 5. Aufl. 5 
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Über die Anflosnng s. Nr. 33. 

*'ic + a4*^ Ä — a a-^-b — x 
L. a; = 0, Yä^+b\ 

^^^^' (a + bb-xy+Sßb*"' a + 6b-x 

L. a; = 0, y(a~6)(a + 116). 

Man entwickele die Quadrate und wende korr. Add. nach 
18. a) an. 

216. 5;±^=|.^ 

»'—»+1 9 x — 1 

L. a; = 2,-l + »l/3. 

Man mnltipliciere die Gleichung mit — j-r ^uid wende 

X "^ X 

korr. Add. nach 18.a) sa. 

217. (o - xy = (6 -»)»== (o + & - 2a;)» 

La-4-6 , 

Die Gleichung hat einen Faktor (a — x) + (b — x) = 
a + h — 2x, läfst sich daher zerlegen in 1) a + 6 — 2a?^= 0, 
2) (a ~ a;)»- (a - x) (6-a?) + (6-0;)^= [(a-x) + (6~a;)P, 
d. h. (a — ic) (6 — a;) = 0. — Am einfachsten setzt man 
a — X '^ u, b — x = v. Dann hat man w' + t;' = (w + v)*, 
d. h. 1) w + V = 0, 2) u^ — uv + v*= w*+ 2wt; + v*, uv == 0, 
also w = 0, v = 0. 

217i. (2a-a;)»-(a;-26)8=8(a + 6-a;)» 
L. a;==a + 6, 2a, 26. 

2172. (3a - 26 - a;)»+ (36 - 2a ~ xf^ (a + 6 - 2aj)« 
L. a; = ^, 3a~26, 36-2a. 

218. 2x^+ayb^+ Abx = a (6 + 2^;) 
L, x^O, a +Yab. 

219. a?-ya(a;-6) + y6(a?~a) 
L. fl? «= 0, a + 6, a + 6. 

Die Gleichung hat 2 gleiche Wurzeln a + 6. 
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220. x^yi + ax-yi -ax 

L. ic « 0, 2 yi — aK — Man quadriere. 

221. l/^ + -|/«-2a 
V a * V X X 

L. a;«a, |(-3 + i/7). 

Man übersieht sofort^ dals x^ a genügt Es sind daher 
nur noch die beiden andern Wurzehi zu suchen. — Oder 

inan schreibt , 

^ = ^, woraus nach 18,16 folgt 
2yäx « ' P 



( x + a y^ g' 
\x — a/ a' — x* 



Diese Gleichung ist durch Zerlegung weiter zu lösen. 
— Drittens endlich kann man quadrieren, links und rechts 
4 subtrahieren, so hat man links wieder ein Quadrat. Die 
so entstandene Gleichung lafst sich zerlegen. 



222. x' + {a'-x^ya*-x* ^^^ 

L. a; «= 0, ± a. 

Man kann links durch den Nenner heben wegen w* + v^ 
^ (u + v) (u^ — UV + v^) und erhalt 



x^—xya^—x^ + y{a^ — x^y ^ a^ 
d.h. xya^ — a^=-0. 



(a + x) ya — x + (a — a?) ya + x 

L. oj =- 0, aiyiö. 

Man kann links durch )/a + x + ya — x heben nach 
dem Satze 

Oder man bringt den Nenner nach rechts, zieht die Glieder 
mit gleichen Wurzeln zusammen u.s.w. 

224. (a - x)yb + x - (b + x)ya-x^ ab (-^L=z--j:L=) 

xyh + x ya — x/ 

L. 0? = 0, a — 6, y (a — 6). 

6* 



Die Gleichung zerMlt in 
1) (a '-x)(b + 'x)^ tt6 8) Ya-x - Yb + x - 0. 

99f: Va-x+yx + h _ a-h 

ya:^^-Yx-h a-^-h^-^x 

L. a; — a, o, — ^ — 

Man wende korr. Add. an, qnadriere und zerlege. Öder man 
scliaffe links die Wnrzeln ans dem Kenner fort und zerlege. 

3(a-aj)"'y3(7a^a:)(a^ 

L. a; « 5a, ± a. 
Die Gleichnng zerfallt in 

l) 5» - ar =* 2) V'a-o? --OS) i^a^x — y3(7a + »). 



Yx-^a-'^yx-a «-« 

L. ic « — a, a)/2. 

Man wende korr. Add. an nnd qnadriere. Dann weiter 
durch Zerlegung. — Ebenso sind die beiden folgenden Auf- 
gabldii zu Idsen. 



228. 



yx-^-a-^-'^yx — a a? + tt-f 26 
yö+ä- 2 yS"^ *" « + «- 26 

L. fl? « — a, Ya^ + 6*. 



229. 



ya + 6 + aj + Va + 5-a;""a + 26-« 

L. ic = a + 6, ]/a* + 2a6. 



9!to y^^—^tt-fy^-f ^ -1 /gg+Ät 

L. a;«a, ^a(3 + y4l). 

Man quadriere und wende korr. Add. an, so erhält man 

3(a; — g) 8 (a? — a) 

yö(a;-7a)(a; + a)'* Ä + 5a 

Jetzt weiter durch Zerlegung, wie in 226. Ähnlich hat man 
bei den folgenden Aufgaben zu yerfahren. 



0. nAbes0 QlelchQiig^ mit erkennbiM^ Ww^el. 
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233. 



V 6x — la 



234. 



VTa + oj + ys^-a:) 

L. a? - 5a, ± a (vgL 226). 

yx + a + 2yx — a 
yx + a — %yx — a 

L. xw \a, «1^2. 

yia + h-lx-yiS ^ 

y^a + b-4kx + yb 
-r 2a4-6 y—T 

L. aj — — ^^ — ^ r öto. 



V"" 



4TT5i 



V'a; + a--2yic^^** r 6a;-3a-45 
y8a-464-6a;-yä^^"* K 2(a:-6) 



f^.ysTffes. 



23J y>(7a + ^-a» + y76 + a + ^ ^-| / 7a;f6 + a?" 
yS(7a + 6-a7)-y76 + a + aj r 4a +'4 6- 2« 

L. ü; - IIa + 56, -/a^ + 14a6 + h\ 



ggg yUx + 2a + lU + ys{2x-2a-h) ^ 
yu« + 2a + 186 ~y3 (2« -2a -6) ' 



i-i / 2a; + 2a4 
aK 2'«-a + 



+1 
5 



c 



939 V^+^+y^+V^~<* _- l/^iZi 
yx+a+y2a-yx'-a y aJ+«- 

L. üj = 4: a, ya^ + c*. 

.a; + a + y2a(a; + a) ap + a 

.• ' ^ ,— .; ' ^ .agtZ-L-, woraus 

(y5T^+y««)y«-ff c 

c (a; + a + 2ia>^» + a) *- (ya?4-a + y^) (« + a^yx — a 
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folgi Jetzt lafst sich links und rechts der Faktor Yx + a + y2a 
aussondern, dessen Nnllsetzung die Wurzel x^a Hefert 
Die dann noch bleibende Gleichung ist durch Zerlegung weiter 
zu losen. — Die Gleichung geht, ebenso wie die folgende, 
über den 3. Grad hinaus. 

239 y^—^+y^+^-v^ ^ \ /^+c 

L, a; == 0, a, ya^ + <?. 

Man yerfahre entsprechend wie bei der vorigen Aufgabe, 

sondere erst den Faktor {yx 4- a — |/2a) aus und löse dann 
noch die Gleichung 

^X'\-a yx ■\-c-\- yx — c 



Y x — a 



yx'\-c—yx—c 

auf die für die Aufgaben 230 u. f. angegeb^ie Art. 

239,. i^+ij = V^ 

Li. X ^ } 2 

Multipliciert man mit den Nennern herauf, so kommt 
leicht 

Man hat also weiter zu lösen: 

m 

1. V^""=^-V^"^^=0 2. y{a'-x)(x-h)^Yc. 

^^- \ 4a + 5-ic / 3a + 26-2a; 

(vgl. 33 u. f., 121 u. f., 215 u. f.). 
L.x^^^Ya^+dab + bK 

Man entwickele, bringe die Gleichung auf und zerlege 
ihre linke Seite in Faktoren. Man kommt, indem man einer- 
seits das erste und das zweite Glied, andrerseits das dritte 
und das vierte vereinigt, auf 

x^[4:x - (a - 6)] ~ (a«+ 3a6 + 5«) [4a; - (a - 6)] = 0, d. h. 
1. 4a:- (a - 6) = 2. ä;«- (a«+ 3a6 + 6*) «^ 0. 
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^0 zerfallt die kubisclie Gleichung in eine einfache und in 
eine rein quadratische Gleichung; Das ist der allgemeine 
und natürliche Weg^ der immer zum Ziele führen muls^ wenn 
die kubische Gleichung^ wie hier, zerlegbar ist. Dieser Weg 
hat auch bei den folgenden Aufgaben bis 2446 fast durch- 
weg den Vorzug; nur bei 243^ -— 243^ ist die Behandlung 
der Endgleichung nicht so naheliegend, da die kubische 
Gleichung keine reine quadratisqhe Gleichimg enthält, sondern 
in drei einfache Gleichungen zerlegt werden mufis. 

Künstliche Wege führen oft viel schneller zuöi Ziele, 
sind aber nicht immer leicht aufzufinden. Wendet man hier 
nach 18 a. korr. Add. an, so erhalt man, da die Differenz 
der Quadrate sich in zwei Faktoren zerlegen ^Ust, nachdem 
man durch 5 dividiert hat, 

(2x+7a + U){4:X-a + h) '^ 4^x-a + b^ ' 

1. 4a? — a + 6 = u.s.w. 

So wird man auch bei den folgenden Aufgaben durch 
korr. Add. oder mit Hülfe des KS. die Auflösung meistens 
wesentlich abkürzen können. 

940 (<^ + ^^ + ^^ Y_ ^a + b + x 
^xa + lb — x) Sb + a + x 

Man multipliciere die Nenner mit 4 imd wende nach 
18c korr. Subtr. an, so erscheint im Nenner ein Faktor 
a + 116 — 5x, welcher, gleich Null gesetzt, die erste Wurzel 
liefert. 

240,. ^ . 1^ = y + \-^"' (Tgl. 35 u. f., 122 u. f., 2163) ' 

^b + x2a — x 2a — 6 + a:^° ' ' ^^ 

L. x = — ^ — 9 yao. 

Man kommt auf 

ba^- (6a + b)x^ - 5abx + ab{6a + 6) = 
öx^x^—ab) — (6a + 6)(jr*— ab) = u.s.w. 
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Oder man eirfcwicäcele links, erweitere dem Quottenten rechte 
Biit « imd wende den ES. mit Subtoaktion an, so konittt 

"*" ^ x^^ah 2a4-5-Sa? , , 

L ic* — afe « 2. — V *= oV" r". r U.8. w. 

2 2« — + « 

94i) ^^ — ^^ a? — 3»~2fc ^a + 45~1 2a; 



L. a? == — ^^; j/oft^ 



941 (a + 5 + a;)«+ 6«_ 2a + 36 + 2a; /„, «g _ 05 n 
^^^«' (36 + a + a;)»+(«-^ + i»)' "" 3* + a 

L. a: — a — 6, |/a* + 6a6 + 6*. 

242 Z ^ + '^^-^ y^ ^ x + a-h 
\x-\-la — a/ b x-\'h — a 

L.a=^a + i, Y^ + Mab + bK 



-fa? 



Man sieht leicht ein^ dafe die Oleidinng dnen Faktot 
a — & haben mufs^ da a » & der Gleichung genügt. Wendet 
man nach 18 a koor. Sobtr. an, eo ^ettiÜi man 

(x + 7a-b)* a{+a'-h) 

2(a? + 3a4-35)-8(a-5)""(a — fc)(Ä4-a4-t) 

(x+la''by(x+a + b)=^lGa{x + 3a + 3b)(x + a — b)u.s.w. 

Man kann die Gleichung auch so schreiben: 

{x-\'la-'h){X'\-b — a) a(x-\'lb'-a) 

<a:-f 7^-»)(a?-i-«-6)"~ ^ay-j-T«— *)" 
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E&twiekelt vmXf erweitert den Quotienten rechte mit 6 und 
wendet den ES. mit Subtraktion an^ so erliBlt muk 

x^-ia^+Uab + b*)^ bix+la-by * 
l.a^«-(a«+34a& + 6«), 2.a(a; + 7J-a)^t(a; + 7a-6)u.B.w. 

9J.9 (^a^Vb_--x\^ a^ x + a — b 

^^v [zb + a-x) ^ b x-a + b 

L. a; « a + 6, Ya^+Uab + bK 

9Ä9 «+2a — ft ag + g j» 2a;+^<' — ^ 

L. a: = 0, ya:*-a6 + 6l* 

9J.9 ^""^ ^+^ ^ 2a;--2a + ft 

ab 



L. a; = — n:' Va* — a6 + &*. 

a+b ' 



242^, ^r—T -T- = TT — • s (vtf* 32.-— oZn). 

* 2aj + a x+a 4ft — a 2a — « ^ ® • "^ 



+ a a?+ 
X 2a(8d — 2a) ,/-^ 

^•^= 8«~>ft >y^ 



^ \a5 — 6a + 5/ a— p Sa-fo— rc^ ® '^ 

L. » =- ^^^^>, ySa« + 6a6 + 56». 

Ajo /*«— ^\* 16a— 5 a+6 — 4a; 
**^«- llM^; '"l6irr5*a + 6+4a: 

L. « = J(& - a), ya^^Uab + b\ 

Die Gleichung muls einen Faktor a + b haben^ da sie 
durch a + b = 0, d. k 5 «= — a erfallt wird. Der Faktor er- 
scheint im Nenner^ wenn man entwickelt tmd korr« Add. nach 
18 a. anwendet. Basselbe gut von der folgenden Gleichung. 

''' \nb + 7a-x) ~66 + 2a'l8a + 18b-8aj 

L. a? « y (a - b), ya^ - Uab + b\ 

c%Aek Sa — Ä 3a; — ft 9a — 5 8a;4-8a — 86 
^* 86 — rc tx'-a 96— a Ba;— 3a + 86 
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Biese Gleichung hat einen Faktor a — by ebenso die 
beiden folgenden Gleichungen. 

3a — 2« 3aj — 25 9a — 46 5a;+6a — 66 



242.. 



»• 36 — 2aj 3a; — 2a 96 — 4a 5«— 6a + 66 

L. a? - ^(a + b\ y^ 

a4-26 — 3a;\* a— 2« 26 — a; 



243. ( "i:r"n =^ 

\6 + 2a — 3a;/ 6 — 



2a; 2a — a; 



9JQ / 2a + 6— a; \> 3a+6 — a; 8a+ 26 — 2a; 
^^v [ i,^x ) "" 6 + 2a; 26 + a; 

L. a: == a, b, b. 

Die Gleichung hat einen Faktor a + b. Man kommt 
schliefslich auf 

a;»- (a + 2b)a^+ (2a + b)bx - a6*- 0, d. h. 
rc* (a? — a) — 2bx{x — a) + 6*(^ — a) = 0, also 
1. ir-a = 2. ir«-26a; + &*=0. 

9J.^ /a + 36 — a;\* a + 26 — a; a + 56 — a; 

^^^2' \ a + 2a; / ~ ""cT+ä a + 4a; 

' ' a-t-46 

Man entwickele und wende erstens direkt den ES. mit 
Subtraktion an, desgleichen zweitens , nachdem der erste 
Quotient mit 10, deir zweite mit 9 erweitert ist. Das giebt 

a6-f 6*— 6a; (a — a;)*— 36(a — a;) 

ax (a — a;) (a — 4a;) 

Scheidet man den Faktor a — x, der die Wurzel a? = a 
liefert, aus und wendet korr. Subtr. nach 18 b. an, so giebt das 

(a + 6)(6-a;) 3(a;-6) 



ax a — 4tX 



U.S.W. 



Die gewöhnliche Auflösung ist umständlich, muls jedoch 
zum Ziel führen. Auch bei den beiden folgenden Aufgaben 
ist der gewöhnliche Weg lang, und man wendet daher zweck- 
mäXsig ein Verfahren an wie das hier oben angegebene. 



243.. 
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•* 2b-\-a — x a-\-x 45-fö"~* 5 + 3« 

L, a4-b 

9dSK ^^ + ^"~^ 2a 4-8& — 2fl? __ 2a-fa; 6-f ^^ 
*• 85 + »-« 26+3a-2aj"~ 26 + « «+2« 

a + 5 



L. a? = a, 6, 



2 



9^Q (a;-a + 5)«+5« _/a;-a\« 



L. a; — a +- &, *|/a*— a& + 6*. 

Auch hier ist der in Nr. 240 angegebene allgemeine 
Weg sehr wohl anwendbar; viel kürzer kommt man jedoch 
zum Ziele, wenn man a; — a + 6 = w, a;+-a — & = t; setzt 
Dann hat man 






Erweitert man den Quotienten links mit 2 und wendet den 
KS. mit Subtraktion an, so hat man 

\t? + «/ \v— aj v-\-a -^ v^a 

1. au = iv, also a(a? — a + 6) = 5(aj + a — &) 
2. w«? =s a6, also (a? +- a — &)(aj — a + 6) = a6 u. s.w. 

Ähnliche Auflösungen sind anwendbar für 243^, ^^\ 
243,, und 243, ,. 



'11 **"^ ^^^'is- 



243. 



(a;-a + 5)«~5» __ f x -~ o \ » 

L. a? ^ a, 6, a +- 6. 



Zerlegt man links die Differenzen der Quadrate in 
Faktoren, so hat man durch Zerlegung der Gleichui^ 



1. x-— a = 2. x — b = 

U.S.W. 



3 a? — a + 25 x — a , , x--a 5 
. r-r-TT- = ^f d.h. T = 



a; — 5 + 2a a; — 5 * a;— 5 a 

Ähnlich kann man bei 2438, 243^0, 243ij und 243^4 
verfahren. 



76 



C. Hahei0 CUieMiiiiiigQii mit erkoimblMrer Wurzel 



243,. 



(a.-a + 6) 



243. 









8« 



243. 



(rc + a — 6) 

L. rr^ a 

(x + a-h) 



243 



(Ä-a + ft) 

L. a?=»a 

(aj + o-6) 



10 



• (^^a + J) 






— 26, 6 -^ 2a, a + &. 

+ 86a« /7a-5 + aj\« 



+ 866«""\76-a + aj/ 

+ b, ya^+Mab + b\ 

— 86a* _ / 5a + 5 — af i» 



^*^ii- (5 - 2a;)« + (2a - «)• "* \& + 2» - 8«/ 
T 2(a+6) ,/-7- 

L. a? — ~6~"^* ^^ 
Man setzt hier am besten a — ia^^^u^ 2b — X'^Vp 
b — 2x = fv und 2a — ^ = t Dann hat man ähnlich wi^ 



W — t 






w 



Ü.S.W. 



243 



. o (a-2x)«~(25-aO« _ / a;~« + 2& \« 
^*^W(5-2«)«-(2a-a?)«~V« + & + 2a/ 

L. a? = a - 2&, 6 - 2a, |(a + 6). 

(7a~96 + 8a?)« + (8o+86~a?)* /ifLZ^Ülf^* 

L. « «* 3(a + 6), y9a*-14a6 + 96*. 

j^ . o (Tft--9d + 8ag)«--(8ft4-8^-a;)» _ / 5o-85+af v« 
^^^i**(7ft-.9a + 8a;)*-(3a + 3d-a;)«"*~V5ö-8o + a^ 

L. a? - 3& — a, 3a - &, 3(a + 6). 

^^^ U-J ""P'2« + 26-a 

T 2a« + 8a& + 2ö" ,/-s , , ,a 



C. Hober« Gleichungen mit erkennbarer Wnitel. ff 

l^iefiie Aufgabe u&d diö fünf folgenden erfordem siemlich 
weitläufige Bechnungen; der allgemeine in Nr. 240 Angegebene 
Weg ist jedoch dtnr natürlichste und aicherste. — Die 
Gleichung mtüs den Faktor a ^b haben. Dieser Faktor 
wird sichtbar ^ warn man korr. Subtr. nach 18 c. anwendet. 



9AA /^*-"^ + rc\* er x + a + lb 
^^1* Kbh-a + x) "" Vx + b + la 



a-f-o ' ' 



^***' \56 + a-a;/'**'P'5 + 17o-a? 



L. x^^^^^§^^> Ya^+Uab + bK 



OAA / 7a-54-a ;y_ o» g + 175 + a ; 
^^- V76-a + a;/ "~ d»*6 + 17a + a; 



a-j-b ^ 



^AA ( a-b + x Y /^ + b\ 



+ 35 + ^/ \a — 6/ Ä — a + 6 

Man mnltipliciere die Gleichimg mit "-xi~TaS' ®^*" 
wickele, tmd yereinfSeiche den Quotienten links, indem man 
erstens den Quotienten' rechts mit 2xy zweitens mit 2{a^V) 
erweitert und jedesmal den E S. mit Subtraktion anwendet. 
Das giebl, wenn man 6a^+ %ab + 5i^»9 setzt, 

Hieraus durch Zerlegung 

1. a?*— 4 « % J ., ^ — 10 i^Tm ^- s.w. 

*^**S* \26 + a-aa:/ ^ Uft-a/ * 5 + 4a + 4a; 

lSO{a + b) ' 



fQ D. Schwierigere quadratische Gleichnngea. 

Mftn bringe den dritten Quotienten nach links und ver- 
einfache nach dem ES., so erhält man 

86a;(a;'-a6)4-4(4a4-55)(a6~a;') _ Ua*-Sab + b* ,, 



Schwierigere qnadratische Gleichimgeii^ insonderheit 
TOn der Form Äa^''+ Bx''+ C=^0, Gleichungen mit 

geometrischer Deutung u.s.w. 

245. V^-2|/^+ir = 
L. a; = 0, 1, 16. 

Die Gleichung hat links einen Faktor Yx. Setzt man 
diesen gleich Null, so hat man die erste WurzeL Dann 
bleibt noch Yx — 2 + 1/^== 0, woraus man yx finden kann; 
denn man hat /a y— v« ^ y— 

also yx ^=1, — 2 u.s.w. 

246. 2x^''Sx^+xT=0 

L. a? = 0; 1, 8. 

Der Faktor x'^y gleich Null gesetzt, liefert die erste 
Wurzel. Dann bleibt noch eine quadratische Gleichung för 

ir"»" zu lösen übrig. Man findet x^=l, 2. 

247. x^+8x^=9x^ 
L. a? = 0, 1, 4. 

Man findet aufser x"^ = 0, woraus a; =« fo^^ noch 
a;T« 1, 8. — WiU man auch die imaginären Wurzehi beriick- 

sichtigen, so sind noch ~ ^^^ und 2(— 1 + i l/S) zu den 

drei oben angegebenen hinzuzufügen; so dafs die Gleichung 
im ganzen sieben Wurzeln hat. 



D. Schwierigere quadratische Gleichungen. 79 

248. aa;*«+ &a?'»+«+ Cic*«= 

1 



i-^'- r'+vrn ' 



Dividiert man die Gleichung dnrch 0^"^ so erhält man 
eine quadratische Gleichung für a;"*~"". 
Ist allgemein die Gleichung 

gegeben, in der die Glieder so geordnet sein mögen, dafs die 
Exponenten der Grofse nach aufeinander folgen, so la&t sie 
sich immer wie eine quadratische Gleichung losen, wenn n 

das arithmetische Mittel zwischen m und jp, d. h. n == 7 

ist. Setzt man diesen Wert fQr n und dividiert die Gleichung 
durch x^y d. h. die niedrigste Potenz von Xy so erhält man 



m — p 

2a 



^ 8 ^ -^+y^'--^ ^g 






249. aa;8 + 6a?*=ca;-^ 

X 

T /~a+l/a» + 46c\3 



9 



37a:T+8ir»=216a:-i giebtir = 4, ~ 
250. ax^ + bx^ ^cx"^ 

L.x=( -^+^^^y 

781a;"i"+ 32a?T= 7776a;--i giebt x = 64, llg 



64 



251.. ax^ + bx^ = ca;i« 

18 

T /c + Vc*-4a6\B 



252. a* + 6* + »*= 2o»&* + 2aV + 26*«» 
L. « = ± (a + 5), ± (a - 5). 



^ D. Schwierigere qaUdmiMaclie Gleichtoigeii. 

Sind Xi, x^y x^y x^ die Würzdn einer Oleiehnng, so nmfo 
die linke Seite derselben, wenn sie auf gebracht ist, be- 
kannÜich (ygL die Einleitung znm Abschnitt G) gleich 

(x — x^)(x — x^)(x — x^(x - ajj 

sein. Daher folgt ans der Losnng der vorstehenden CFIeichimg 
die bekannte Zerlegung 

— (öt + * + x){— a + b + x)(a — 5 + x)(a + h'^x). 

Um auf diese Zerlegung zu kommen, schreibt man 

== 2u^¥ + 2a^a^ + 2b^x^ - a* - 6* - «* 
^U^^-(a^+b^-x^y 
« (2ah + a«+ 6*- Ä:*)(2a6 — a*- i«+ a?*) u-i-w* 

Indem man die einzebien Faktoren dieses letzten Produkts 
gleich Null setzt, erhält man sofort die obigen Wurzehi. 

oKo <* + a? , c + x a — x . c^x 
b + x ' a-{'X h — x a—x 



' ' V a — b + c — d 
Man vereinige zuerst je zwei ahnliche €(lieder. 

255, |/3a - 26 + 2a; - l/3a - 26 - 2a; = -^ 

y a 

L. a; = 0, y2a(a-6). 

Durdi FortschafiFimg der Wurzeln erhalt man zunächst 
a?*— 2a(Ä — h)x^— 0. — Auch auf dem in 73b. augedenteten 
Wege kommt man hier, wie bei mancher der folgendoa 
Aufgaben, leicht zum Ziele. Man setze z. B. hier die Summe 

der Wurzeln gleich -^ • MultiplTciert man diese Gleichung mit 

ya 

der gegebenen, so hat man sofort y^a. Die Summe der 
Quadr&te der beiden Gleichungen giebt dami 

a — 26 a» — = — U.S.W. 

a 
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256. Ya + b + x-Ya + b-x^-^ 

ya 

L. a? = 0, 2}/ab. 



257. y2a + b + x - l/2a + b-x = 



X 



L. a: « 0, 2ya(a + b). 

258. ay^M^+fc>/ä«T^==(a + &> 
L. a; = 0, oo. 



ya-\- b 



259. ays« +x^ + bYa^ +x^ = 2ab 



260. ]/a;«+^-]/a^-^ = 2^ 

O + Ä 



L. a; = OO, 



V2(o»-5«) 



261. x^-ax'+b^^^O 



um auf dem gewöhnlichen Wege diese Form der Lösung 
zu erhalten, mufs man zu der in 171b. angegebenen Formel 
seine Zuflucht nehmen, wenn mau die Umformung nicht 
so übersieht. Die korr. Add. liefert diese Form direkt. 
Man hat , 

26a:» ^ 2b' ^®^ a:«-5"" V a-26 

a;' ya + 2b+ya-'2b 
^ "^ ya + 2b'-ya-2b 

Schafft man jetzt die Wurzeln aus dem Nenner fort, so 

giebt das , , , .. 

^ a?« _ (yä+2b +ya - 2 b)^ 

5 ~" 4ft 



;« = (l^Hli±V«E!^\.e.w. 



2 

Man kann auch auf andere Weise zu der oben an- 
gegebenen Form des Resultats gelangen. Bringt man das 

Bardey, Algebraische Oleiohimgen. 5. Aufl. 6 



82 
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zweite Glied nach rechts, so kann man die Snmme der 
Quadrate links auf doppelte Weise zu einem yoUstandigen 
Quadrat ergänzen, durch ±2bo[^. Man erhält 

a^-2bx^+b^==x\a^2b) 
Badiciert man, so giebt das 



(1) 



x^-\'b = xya + 2b 
x^'-b^xya — 2b 



Diese Gleichungen hat man zu addieren und die resultierende 

Gleichung durch x zu heben. 

Man braucht auch nur eine der in (1) angegebenen 

Gleichungen aufzustellen und diese nach x aufzulösen. Es 

folgt aus , 

x^-xya + 2b + b=^0 



bezw. sofort 



a;* — ir ya — 2& - & = 



X 



x = 



2 



ya-U + yä+2b 



2 



Die Quadratwurzeln der Lösung können alle möglichen 
Zeichen haben, so dafs die Gleichung, wie es ihrem Grade 
nach sein muls, yier Wurzeln hat. 

Diese Art der Auf löstmg kann in quadratischen Gleichungen 
von der Form 
(2) ötrc* — bx^ + c = 

nur dann ein einfaches Resultat liefern, wenn ac oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, — ein Quadrat ist. Ist z. B. 
ac = m^, so hat man, wenn man die Gleichung (2) mit c 
mnltipHciert, „,^^+c^^icx' 

m^x!^+ 2mcx^+ c*= c(b + 2m)x^ 
mx^ •\- c = x yc{b + 2m) 



X 



^ {yc{b + 2m) + y^&^^Tm)). 
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Ist daher^ wie oben in der gegebenen Gleichung^ in (2) der 
Eoefßcient von af' gleich 1; so mnls das dritte Glied, hier Cy 
ein Quadrat sein. 

Sind die bekannten Grofsen als Zahlen gegeben, so hat 
die hier gegebene Anflösung nur bei irrationalen Wurzeln 
vor der gewohnlichen den Vorzug; denn man hat nach der 
ersteren nur zwei Quadratwurzehi auszuziehen, l/a + 26 und 
}/a — 26, nach der gewöhnlichen Auflösung drei. Diese giebt 



Man hat also zu berechnen: 



T/ja* — 6* — r, iZ-g flt + f und V-g öt — »•• 

So hat man für die Gleichung 

a:*-lla?«+16 = 
nach der angegebenen Auflösung 

^ = ±i()/lIT8±T/il^) = ±^^^^ 

x=^± 3,05; ± 1,31. 

Die gewöhnliche Auflösung giebt 

X 



y57 = 7,55; )/p75 = ± 3,05; yi;725 = ± 1,31. 

In den nächstfolgenden Aufgaben wird sich diese Art 
der Auflösung vielfach anwenden lassen. Eompliciertere 
Gleichungen (z.B. 264, 266, 268 bis 271) sind immer erst 
auf die Form 261 zu bringen. 

262. 4a:*-4aa;«+6«=0 



L. a; = 



ya + 6 + ya-6 



2 

263. ir*-4(a + 6>2+16(a-6)«=0 



L. a; = y3a-6 +y36--a. 

Man hat hier zunächst rc* + 16(a — 6)*= 4(a + V)of. 
Jetzt ist auf beiden Seiten mit dem doppelten Produkt der 

6* 
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Grölseu zu dividieren^ deren Quadratsnmme links steht; d. h. 
mit 8(a — &)a?*. Das giebt 



X 
X 



8(a-5)a?« 2(a-6) 

' + ^(^"^) -1 A«EI n s w 



9ßj, a?* + («--^)a?' + («-&)' _ £ 

L. a: =^ (ySa - 6 +^36 - a). 
265. a:*~2(a + fc)a;«+9(a-&)«=0 



266. 



L. ir=y2a~6+y26-a. 

aj*-2(a-5)aj«-i-9(o~6)*"~ 5 
L. wie in 265. 



Diese Gleichui^ ist nnr eine andere Form der Gleichung 265. 

267. a?*-2(a«+4a&-&V+(«-&)*=0 
L. X « ya{a + 6) + Vh{^a - &). 
Man hat nämlich 



o; 
o; 



2(a~6)«aj* a«-2a5 + 5« 
' + («-&)' l/ a(a + &) „ _ _ 



268. ar* - 2(aH 6^ ic* + (a - 6)* = 4a&«(» - 2&) 

L. a? =-/a(a-6) + yh{a + 6). 

Man hat hier zunächst a:*-2(a«+&0^*4-(a*-2a6- 6*)* 
= 0, und dann weiter durch korr. Add. — Löst man in 
gewohnlicher Weise^ so erhält man 

a?=^a?+ V+ 2yab{a^-V) u.s.w. 

269. a = a;«+&+-l 

' ' x^ 



L>^= 2 
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270. x}/2a- Sa^ + Yab - 3a^= a 

Man schaffe die Wurzeln fort. Das giebt ztuuUihst 

16a?* - 4(a 4- 6>» + (a - 6)*= 0. 

271. a;=T/4a-3:c^-- 

' X 



m 



L. X =l5±i±l^El_» (^ergl. 269). 
Man kommt zunächst auf a?*— (a — &)ic*+ 6^= 0. 

272. (a;-a)« + ^^,= 
^ ^ {x — ay 

L. a; = |(2a+yw + 2+yw-2). 

Man betrachte :r — a als die zu suchende Gbrofse. Dann 
hat man 

273. (a;-a)*-(6 + c)(a:-a)«+(6-c)«=0 
L. aj == a + ^yu - c + |-)/3c - &. 

274 (^:i^' + -^,=5; 

L. a;=|(2a+yc*+2a* + l/c*-2a*). 

275. 4(a;~-a)*-46(a;-a)«+c*-0 
L. ir=-^(2a + V& + o+y6-c). 



276. 



2 



(ar + l)«(ar-l)» 6 



L. a; = 



)/2a + 6+l/6" 



y2(a-6) 

Man hat 

(ar* + 1) (a - 6) - 2aa?«= 0, also 

x*-\-l _ a 
2a;« ""a — ö 






, _ _ . U.S.W. 

X' 
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277. «» + 4=0 



2 






L. X=- 7-^-^ 

2ya-d 

y _ y8a + 2d" + |/2o + 85 
280 ^^^ + («-&)«"_ 2a; 



2a; a — ft + (o + 6)a;' 



281. (l±fl'_(i=^*=4a;« 



L. a;=— ^^ ^ 

282. a^ (1- x^^-b\l + x^^^Aa^ 






L.,_iz^+^.£±ly^(,gL71). 

Für a - 50, 6 = 41, c = 2^ ist a? = 23, - 14. 
Kubiert man hier, so fallen die Wurzeln fort. Man erhalt 



a — x 



+ 3c + ^±^ = c». 



b-\-x ' a — x 

Sucht man hieraus x in der gewöhnlichen Weise, so 
giebt das nicht den einfachsten Radikanden. Um diesen zu 
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erhalten^ kann man ganz^ wie in 71; yer&hren. Man kommt 
dann durch Multiplikation der entsprechenden Gleichungen auf 

(a — x) — (Jb + x) c + 1t/c-2 



(P + x) _c + l^/'i 



(a-'X) + {b + x) c-lV c + 2' 

woraus x leicht zu entwickeln ist. 

283^. Die yorstehende Gleichung ist ein besonderer Fall der 
allgemeinen Gleichung 



av i/a — x , -|/6 + a5 

a. Da die beiden Wurzelgröligen zu einander reciprok 
sind; kann man die in lö3b und 166 angegebenen Lösungen 
anwenden; man findet sofort 



Y\ 



b + x ]/c + 2+yc^ 
Potenziert man beide Seiten dieser Gleichung mit n, so 
giebt eine erneute Anwendung der korr. Addition 

a + fr (yc+2 + yö^y + {yc+2 - yc^^' 

Bei Anwendung dieses Verfahrens auf die Aufgabe 283 
hat man dann 



2a;~(o--6) _ 8(c + 2) + (c-2) -m /c-2 __ c + j -i / c^ 

a + ft "(c + 2) + 3(c-2)Kc + 2~'c-ir c + 2 ^'^'^' 

b. Bei höheren Werten von n noch yorteilhafter und 
auch auf die Gleichung 



anwendbar ist die folgende Methode; die immer auf die 
einfachste Form der Radikanden führt. 

Man sucht aus der gegebenen Gleichung (la) oder (Ib) 

den Ausdruck 1 A ~ ^ indem man sie nach 172b. so schreibt 

V b+x 

Das giebt 



-^+1 = 0. 



(3) "l /g-a? ^ c+yg'T^ , 

V b-{- X 2 
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Damit ist die Losung schon gewonnen. Setzt man 

(4) (^±^)"= ä, 
so erhält man ans (3) 

(5) X = -j^' 

c. Sind für die Gröfsen a, h, c bestimmte ZaUenwerte 
gegeben, so fährt die vorstehend angegebene LSsnngsmethode; 
namentlich filr Worzebi Ton höherem als dem 4. Ghrade, rasch 
znm Ziel. 

In diesem Falle empfiehlt sich an&erdem noch besonders 
die in 153i auseinandergesetzte trigonometrische Lösnnff. 

2 

im Falle der Gleichung (Ib) tg 2| = — t-, so hat man in 

beiden Fällen g^— = (tgl)", wobei för | zwei Werte in Betracht 
kommen. m 

d. Der in Gleichung (3) gefundene Wert für 1/?^— 

konnte ebensogut in der Form __.^-=^ geschrieben werden. 

Es folgt dies aus einer allgemeinen Eigenschaft der Lösungen 
einer quadratischen Gleichung, die aus dem Umstand entspringt^ 
dafe das Produkt der Wurzeln der Gleichung 

La^+Mx + N = 

stets den Wert y haben mufs. Es ist also a^ = 






^1 2X 



^N 



Wendet man diesen Sachverhalt auf die Gleichung (la) 

an, indem man die Wurzelgröfse y<? — 4==r setzt, so hat 
man die beiden einander äquivalenten Gleichungen 



Va — x c-{-r \ /a — x 2 

also 

a—x {c-\-ry a — x_ 2* 
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woraus durch korr. Addition folgt 

a + h ■" (c-f.r)" + 2" "" 2" + (c-r)"* 

Hier sind für die Ghröfse rr — zweierlei Ausdrücke 

gefdnden. Soll nun kein r, d. h. keine Wurzel im Nenner 
vorkommen^ so sind die beiden Ausdrücke nach dem ES. 
(s. Nr. 19) so zu verbinden, dafs im Nenner nur noch r* 
bleibt. Man hat also direkt den ES. mit Addition anzu- 
wenden. Das giebt 

a-b-2x (c + ry-ic-ry 



Im Nenner der rechten Seite heben sich die ungeraden 
Potenzen von r fort, es bleiben nur die geraden Potenzen 
von r, also lauter Potenzen von r^ = c? — 4, d. h. rationale 
Grölsen. 

Für den Fall der Aufgabe 2^3, d. h. n^ 3, hat man 

« 

woraus leicht die schon mehrfach abgeleitete Gleichung 



a — h — 2x . c4-1ti/c— 2 



— c — 1 r ( 



a-\'b — c — 1 r c +2 

gefolgert werden kann. 

Dieser Weg scheint sehr umständlich, ist aber in Wirk- 
lichkeit sehr einfach und zugleich sehr allgemein. 



284. y^-Y^H-^e 

r b+x Y a—x 



+ 

-2 . , , 27a-|-& o — 276 ' 

Man verfahre nach 283 d. Man findet hier, wenn man 



y€^+4k = r setzt. 
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Jetzt ist der ES. mit Subtraktion anzuwenden^ wenn 
das r im Nenner fortgehen solL Das giebt 

a + ft ~ (r + c)»-(r-c)» 

285. 5^ - ^±^ = c 



u. s. w. 



2c 



286. ^ - ^^ = c 



Aufgabe und Lösung folgen aus 285, wenn man die 
Zeichen ron b und c in die entgegengesetzten verwandelt. 

287; y^+yt±i^e 

Bei dieser und der folgenden Aufgabe kommt man am 
leichtesten durch Quadrieren und Anwendung ron 180 zum 
Ziele. 



288 



4 /a— a; h /h — x 

V h — x V a — x 

L. 0? = — s h 



2c -j/c* + 4 



^»- VW.+Wz-' 






C-2 



C + 2 

Hier ist das in 283 b. angegebene Verfahren das kürzeste. 
Man hat dann . , , , 

V b + x~ yc + 2-yc-2 

Jetzt zur 5. Potenz erhoben und korr. Add. angewendet, 
a — 6 — 2x (m + n)** — (m — w)* 6m*' -{- 10 m^n^ -^ n^ m 



wo der Kürze wegen |/c + 2 = w, ^c — 2 = w gesetzt ist. 
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290. l/^_V|±| = c 



Hier schlage man den in 283 d. angegebenen Weg ein. 
Nach 283 c. würde man^ wenn man der Kürze wegen 



setzt, erhalten 

a — 5ci 



X = 



291. y^+VHi^c 

Y hA-x ' Y a—x 



a^b . a-f& c*— 1 



^'^— 2 ^ 2 c'-Sc*^^ *• 



^- (S)'+(SS-« 



Man addiere auf beiden Seiten 2 und ziehe die Wnrzel, 
80 kommt , , 



a — a; 



&-|-a5 a — X 

Ebenso durch Subtraktion Ton 2: 

a—x h'\-x 



o-j-x a—x 
Aus der Addition dieser Gleichungen folgt: 



a-x yc + 2+yc-2 2 



^ + ^ 2 |/c+2 -yc-2 

Hieraus durch korr. Add. 



a-b — ^x _ yc4-2+|/c-2~2 __ 2-'|/c + 2+yc-2 
« + ^ "" yc + 2+|/c-2 + 2 ~ 2 + |/c + 2-yc-2 

Also nach dem ES. durch Subtraktion 

a—b — 2x y c + 2 — 2 

_- — = I — 1 u. s. w. 
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Die WurzelgröfBen Yc + 2 und "/c— -2 können mit allen 
möglichen Zeichen genommen werden. Die gegebene Glei- 

17 

chnng hat demnach 4 Wurzehi. — Für c = — erhalt man 



Xi = 2a + b, iCj = y(2a — 6), 

^8 = Y (ö^ — 26), x^ = — (a + 26). 

Am einfachsten löst man freilich in diesem Beispiele 
nach 165 a. 

8 /-rz ZT« 1 



»»■vl=f'+y(:-5i)"=« 



y _ + 5 a-5 2 + (c~l)l/c + 2 

Um die angegebene Form des Resultats zu erhalten^ 
mufs man nach 283 b. und d. verfahren. Man hat 



Va—x 



|/c + 2-yc~2 * 

yc4-2+yc~2 2 

g-a; _ / |/c4- 2 +yc- 2 y_ / 2 y 

x-h~~\ 2 / ■" vy^Tp2-yc^^/ 

a + ft— 2x 

— ' T — = u. s. w. 

a — 

Dann ist der ES. mit Subtraktion anzuwenden. Das 
giebt schließlich 



a + h-2x _ (c--l)yc + 2--2 
«-^ "~ (c4-l)yc-2 

Die Gleichung hat, wie die vorhergehende, 4 Wurzehi. 

17 » ,,, 

Setzt man c = —> so erMlt man die Wurzehi 

4 

8a4-6 a + 86 8a — 5 8& — a 

—9—^ -9-' -T~' —7 — 

^ 

Bei rationalen Wurzehi ist auch hier der in 165 a. an- 
gegebene Weg der einfachste. 
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Durch Vereinigung der a und 6, sowie der c und d ent- 
haltenden Glieder unter sich erhalt man 

welche Gleichung durch Zerlegung leicht weiter zu lösen ist. 

9QJ. ^^~~^ I ex— d a — bx . c — dx 

^* ex — d ' öä^^ c — da; "^ a — 5« 



L..-±l,5±->,.>f 



— 5 + c — d)(a — 6 — c + d) 



+ 5 + c + d)(a + 6-c-d) 

Man verfahre nach 165 a.^ so erhalt man 

^aa; — 6 a — bx ,, ,-i 

1. 5 = j- ; a. n. rc = ± 1 

ex — d c — dx 

rt aa; — 6 c — dx , , a!* + l a*4- 6*— c*— d* 
ca? — d a — Oa; 2a; 2ao — 2cd 

Aus der letzten Gleichung folgt durch korr. Add. leicht 

x — l 1 1 + r 

— r-^ = r, also ic = :r^ — 

295. {x+l){x + ^){x-^){x-l) 

+ (a; - 1) (ä; - 3) (^ + 4) (a; + 7) = 96 

L. a;==±2, ±3. 

Bei der Entwickelung ist das bei Aufgabe 1 Gesagte zu 
beachten. 

296. {x - 1) (ir + 3) {x - 5) (:r + 9) 

+ {x+ 1) {x - 3) (a; + 5) (a: - 9) + 18 = 

L. a: = ±2, ±6. . 

297. {2x + 1) (2 - x) {^x + 2) (3 -- 2x) (1 + x) 

+ (2x ~ 1) (2 + x) (3ic - 2) (3 + 2x) (1 - a;) = 30 

L. ir = ±l, x/3- 
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Die entwickelte und geordnete Gleichong lautet 

16a;* - 19a:« + 3 = 
d. k {x^ - 1) (16a:» - 3) = u. b. w. 

^^^- 74.0: "^ 3 + a; "^ l + a; "" 7-x "*" 3-aj "^ 1-a; 
L. a: = 0, ± 5, l/y^ 00. 

Man Tereinige zuerst die entsprechenden Glieder und bringe 
dann die Gleichung auf den Nenner (49 — a:«)(9 — a:*)(l— a?*). 



299. xYx — a+ aYx + a = Ya^ + a* 
L, x = 0, a, — g-a. 

Man quadriere und löse weiter durch Zerlegung nach 92. 

300. Y^^ - ^(^^ + 6» = -»/(a: + 6)(6 - a) - y(a?-a)(& - a;) 



L. a: = a, 6, a ± "/a* — 6^ 

Man bringe das 3. Glied nach links und quadriere^ so 
lalst sich die entstehende Gleichung leicht zerlegen. 

301. )/^:rT__yä^rT = 5^ 

L. a: = a, 7- 

Schafft man die Wurzeln fort^ so erhält man 
(a - l)«a;* - 2a^(a - 1) (a: - l)a:«+ a*(^ - If = 0. 
Links kann man die Wurzel ziehen. Es bleibt also nur noch 
zu lösen (a-l):>^-a'{x-l) = 0. 

Man kann auch die Gleichung des 4. Grades vermeiden. 
Quadriert man^ so erhalt man zunächst 

ax^ + a^ic — x^ — a^ — 2aa:y(a — l)(a: — 1) = 

x^{a - 1) - 2aa:)/(a-l)(a:-l) + a^{x - 1) == 

und hieraus durch Radicierung 



X y« — 1 — a Y^ — 1 =0 u. s. w. 

Auch der 73b. angegebene Weg wird hier sehr zweck- 
mäfsig angewendet (vgl. 302). 
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302. i/a; (a -I- a;) - ya; (a - o;) = -=== 

^ ya(a-f-2a:} 

Man quadriere^ isoliere die noch bleibende Wurzel und 
quadriere wieder^ so giebt das 

4a;* - 4a*Ä;« + a* = 0, 

d. h. 2ic* — a* = u. ß. w. 

Oder man setze 

yx{a + x) + yx(a — x) = y, 

gleich einer neuen Unbekannten. Diese Gleichung mit der 
gegebenen multipliciert, liefert 

y =:=ya{a + 2x). 

Man hat demnach statt der gegebenen Gleichung die 
offenbar einfachere Gleichung 

Yx {a + x) + Yx {a — x)= Ya (a + 2x) 

zu lösen. 

Diese hier angewendete Methode, zunächst die Differenz 
der in der Gleichung vorkommenden Wurzelgröfsen zu suchen, 
erspart oft weitläufige Rechnungen. 

303. Y^^^ + V^=V^'^ 

L. x=l+Y2. 

Man quadriere, bringe auf und ziehe die Wurzel, so 
kommt Y^ "^ 2a; —1 = 0. — Oder man quadriere und be- 
stimme zunächst Y^-^^ = y. 
Man erhält 

2y ^ j/^ + 1, y == 1 u. s. w. 

L. ir = ±a, a(— 2 + -)/5). 
Man quadriere, so erh&lt man 

4:ax {a^ — x^) = (a^ — x^y, 
welche Gleichung sich leicht weiter durch Zerlegung lösen Mst. 

305. y2a^+ai»— "[/a^ — ir*=yä^ 
L. ir = a(- l + ]/2). 



96 ^- Schwierigere quadratische Gleichungen. 

Nach Fortschaffang aller Wnrzebi kommt man schliefs- 
Hch auf (^, ^ 2ax - a^ = 0. 

Oder man schaffe die Wurzebi fort und löse nach 
365 u. f,, indem man (x^ + 2ax==y zunächst bestimmt 

Schafft man die zweite Wurzel der linken Seite nach rechts^ 
quadriert und bringt die Gleichung auf 0, so erhält man 

[ya{a-x) - Yx (a + x)f= 0. 

306. ]/^-]/^=|/2(l-|-) 

L. a; = a(l + >/2). 
Man quadriere und bringe auf 0, so kommt 

[yx{x — a) '-ya{x + a)J*= 0. 

Oder man schaffe die Wurzeln fort und lose nach 365, indem 
man zunächst cc^ — 2ax'=y bestimmt. 

307. {a+yc^'^^){b+yh^'^^)=^x + yx^~^^ 

L.x==ab+ y(a«-l)(6«-l). 

Der einfachste Weg, zur Lösung zu gelangen, ist, die 
reciproken Werte der beiden Seiten der Gleichung einander 
gleich zu setzen. Da nämUch 

= a — Va^ — • 1 u s. w. 

ist, so erhält man 

(1) (a-Yär^{b-y¥^n)=^x-y^?'^. 

Diese Gleichung, zur gegebenen addiert, liefert sofort die 
Unbekannte. 

Allgemeiner kann man auch hier den in 302 angegebenen 
Weg einschli^en. Man setzt 

(2) (a -ys^^n^ (6 ^yv^n) = t. 

Multipliciert man diese Gleichung mit der gegebenen, so 

findet sich , . . 

l = t{x + yx^^^ 

t = — , =x — yx^ — 1. 

x+yx*-i ^ 
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Daher geht die Gleichung (2) in die Gleichung (1) über 
u. s. w. — 

Subtrahiert man (1) von der gegebenen Gleichung^ so 
erhält man , , , 

x^ - {aiW~^^ + 61/^^"=^)'= 1. 

Setzt man hierin für x den gefundenen Wert, so mufs 
immer sein 

\ab + }/(a»-l)(62-l)]'- {a^W^ + 6y^2Tri)2= 1^ 

wie sich leicht ergiebt. 

übrigens ist diese Gleichung nur scheinbar quadratisch, 
isoliert man '^oi? — 1 und quadriert, so hebt sich x^ fort, und 
es bleibt nur x in der ersten Potenz. Trotzdem liefert die 
angegebene Lösung zwei voneinander verschiedene Werte, je 

nachdem man die beiden Wurzelgröfsen "/a^— 1 und )/^— 1 
mit gleichem oder verschiedenem Zeichen und denmach auch 
die in der Lösung auftretende Wurzel mit positivem 
oder negativem Zeichen nimmt. — Eine ähnliche Bemerkung 
gilt auch für die beiden folgenden Aufgaben. 

308. (a + y^^zri)(5_j.y^r:jri;)_^^yjr^ 
L. x==ayb^^ + bYä^^. 

Man findet hier zunächst 
(a - Yä^^^) (- 5 + l/feM^) =x- Yx^^ . 

309. {a + Yä^^){h+Yb^^^)(c + y?'^) 

=x+yx^—i 



L. ic = ahc + ay{¥-l) (c^- 1) + 6 /(a^ - 1) (o^ - 1) 
+ c}/(a2-l)(6«-l). 

309i. Für die Aufgaben 307 und 309 läfst sich auch 
eine trigonometrische Lösung angeben, die durch den Moivre- 
schen Satz an die Hand gegeben wird. 

Setzt man in diesen Aufgaben a = cos a, b^= cos ß, 
c = cos yf X = cos I, so hat man sofort fär die Aufgabe 307 
die Gleichung 

(cos a + iam a) (cos j3 + i sin /3) = cos | + i sin |, 

Bardey, Algebraische Gleichungen. 5. Aufl. 7 
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aus der sicli «. . /, 

l = a + ß 

cos I = cos (a + /3) = cos a cos /3 — sin a sin /3 

= ah- y(a^ - 1) (6^ - 1) (- ly 
= a6+)/(a«-l)(63-l) 

findet^ wie oben angegeben. 

Im Falle der Aufgabe 309 findet sich entsprechend 

cos ^ + i sin ^ = cos (a + /3 + y) + i sin (a + /3 + y) 

woraus durch Einsetzung der Werte für cosa, sina, cos/3, 
sin/3, cosy, siny und ähnliches Verfahren wie oben die bei 
309 angegebene Lösung hervorgeht. 



310. 



yä^2x +ya — 2x mx* ymx-\-^ ^Ynix— 2 
ya + 2x—ya — 2x ^ ymx+2 —ymx— 2 

j m V m 

Man schaffe die Wurzeln aus den Zählern fort, so er- 
hält man 

a mx 



a — ya*— 4a;* wa; — )/m*rc*— 4 
also 



a mx 



yä*-4a:* ym^x* - 4 

Durch Quadrierung und erneute Anwendung der korr. 
Add. findet man jetzt leicht m^od*^ == ä^. 

311. y(a + x) (x-b) +y{a-x) (x + b) 
= y(a + x) (x + b)-y(a-'x) (x-b) 

T _ ya(a + 2b) + ya{a-2b ) 
Li, X— 2 • 

Nach Fortschaffang der Wurzeln kommt man schlielslich 
auf x^ — a^a? + a^V == 0, welche Gleichung weiter zu lösen 
ist nach 261 u. f. 
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312. aY^^Ä^-Yc^ix^ + 1) -V==lx 



L. ä; = 



y(a + & + c)(-a + & + c)(a-64-c)(a + &~c) 

Aufserdem kommt noch x = i. — Man bringe das erste 
Glied nach rechts nnd quadriere, so giebt das eine Gleichung, 
die durch Zerlegung weiter zu lösen ist. 

Sind a, b und c die Seiten eines Dreiecks, so ist x 
gleich der Ootangente des der Seite c gegenüberliegenden 
Winkels. Denn einerseits folgt aus der Lösung, wenn A 
den Inhalt des Dreiecks bedeutet, 

(1) ^ = -^TÄ 

Andererseits hat man 

2ab cos y = a^ + b^ — c^ 

2a6siny = 4A 

, 7 ««+&*- c' 
also cot y == — -r— : 

mithin x = coiy, 
313. ax = Vb^x^ - a^ + Yc^x^ - a« 

2a' 



L. a; = 



y(ä+h + c){-a + b + c){a-h + c){a + b-c) 



Dazu kommt noch x = 0. Sind a, b, c die Seiten eines 
Dreiecks und die ihnen gegenüberstehenden Winkel resp. cf, 

j8, y, so ist i-D , i. 

ä; = cot/3 + coty. 

Nach der vorhergehenden Aufgabe hat man nämlich 
cotp = — '-— } cotr = — 4-7 

4 A 4: A 

Die Addition dieser Gleichungen giebt die Behauptung. 
314. yx^-a^-V + y(x?-a^ c^ j^^^x^-b^ - c^ ^ x 

T . 1 /hc , ac . ah\ 

2 \a ' b c J 



Man schaffe die Wurzeln fort, indem man ein Glied 
nach rechts bringt, quadriert u. s. w. 
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Sind Uy b nnd c Strecken, so lassen sich die drei 
Sammanden, die in 2a; stecken, als vierte Proportionalen zn 
diesen, immer wieder anders gruppierten Strecken leicht 
konstruieren. 



315. yp - a« + Yx^-b^ +yx^-c^^x 

j (g -j- 6 -^ c) (— g 4- ft + g) 'a — b'\-c){a + h — c) 

' ^~ 2y2(-g* + ^+c')(a'-fcHc*)(g«+t'~c') 

Auch hier kann man x geometrisch deuten, wenn a, b 
und c die Seiten eines Dreiecks sind. Konstruiert man näm- 
lich ^1, \ und q so, dafs 

(1) 1 

so ist X gleich der halben Summe der vierten Proportionalen 
zu «1, 6i, q; fei, Ci, ai; c^, »i, fe^; d. h. 

Die drei Strecken a^, fe^, q sind leicht zu konstruieren. 
Man schlage über jeder Seite des Dreiecks als Durchmesser 
einen Kreis und verbinde den Punkt, in dem ein jeder dieser 
Kreise die zu seinem Durchmesser gehörende Dreieckshohe 
schneidet, mit den Endpunkten dieses Durchmessers; man erhalt 
dann sechs paarweise gleiche Linien von den Längen o^^^u ^v 

In dem Dreieck ABC sind BE und 
CE zwei solche Linien. Ln rechtwinkligen 
Dreieck BCE ist 

BE^ = a' BD = a ccosß 

mithin BE = b^ . Entsprechend findet sich CE = c^ . 

Die Richtigkeit der Gleichung (2) folgt, wenn man die 
in (1) angegebenen Werte in (2) substituiert. Dabei ist 
freilich zu beachten, dafs 

(a« - 6» + c») (a* + fe« - c«) + (fe^ + c^ - a«) (a» + 6« - c*) 

+ (6^ + c^ - a») (a^ - fe» + c«) 

= (a + 6 + c) (fe + c - a) (a — 6 + c) (a + 6 ~ c). 
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Oder mau hat aus (1) 

a» = 6f + cf, b^ = al + cl c» = aJ + 6J. 

Durch diese Substitution geht 315 in 314 über^ mufis also 
dann dieselbe Lösung liefern. 

Die Strecke x hat zum Inhalte des Dreiecks eine eigen- 
tümliche Beziehung. Man hat die bekannten Formeln 

(a + 6 + c) (- a + 6 + c) (a - 6 + o) (a + 6 - c) = 16 A^ 
— a^ + b^ + c^== 2hc cos a, a^ — 6^ + c^ = 2ac cos ß, 

a* + 6^ — c^ = 2ab cos y, 

DieS; in die Lösung eingesetzt, giebt 

(^) ^t = iA! 

^ ^ a'6*c* cos a • cos j3 • coBy 

Aus den bekannten Formeln f&r den Lihalt des Dreiecks 
A-^Y^csina, A==Y«csin/3, /^=—ah^m'y 

folgt durch Multiplikation die symmetrische Formel 

A^ = ~ a^Vc^ sin a • sin /3 • sin y . 

Diese Gleichung mit (3) multipliciert, liefert 

a;* = yAtga.tg/3-tgy 
A = 2x^ cot a • cot j3 • cot y . 



u, x = 



^{a-{-h-\-c) (-a + 54-c) (a-h + c) {a-\-h-c) 

Sind ay h, c wiederum die Seiten eines Dreiecks , so ist 
X der Durchmesser des umbeschriebenen Kreises. — 
Ist nämlich d dieser Durchmesser, so hat man^ da der 
Nenner der Lösung 4A ist, und bekanntlich die Formel 
a6c = 2dA gut, 2.2(iA . 

Man kann das auch direkt ableiten. Die Formel 

(1) iga + tg/3 + tgy = tga • tgj3 • tgy 
ist bekannt. Aus ihr folgt leicht die Gleichung 

(2) cot a • cot ß + cot a • cot y + cot /J • cot y = 1 . 
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Multipliciert mau diese öleichnng mit 2, addiert auf beiden 

cot^ a + cot* ß + cot* y 
und radiciert^ so erhält man 
(3) cota + cot/3 + coty =)/cot*a + cot*/5 + cot*y 4- 2. 

Nun ist bekanntlich 

a . ^ & . c 

sm a = -, ; sm p == -r ^ sm y = ^ ; 

11 d '^ d ' d 
also auch 



coto^=d]/^-j,, cot/} = d]/^-^, coty = d]/-V-^. 

cot*a + cot*/3 + cotV + 2 = d*(^-h^ + ^- ^V)- 

DieS; in (3) eingesetzt^ giebt die oben stehende Gleichung 
für d = x. 

317. ay(a;*~ 6*) (a^-c") + by{x^- a*) (a;*- c*) 

L. wie in 316. 

Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nur der 
Form nach verschieden. Wenn man in 316 die Nenner fort- 
schaffib und quadriert, so erhält man 317. — Man kann 317 
auch direkt aus 316 (2) ableiten^ wenn man für die Co- 
tangenten ihre Werte durch die Seiten setzt: 

cot a = — Vx^ — a* u. s. w. 

a ' 

Wie in dieser und in der vorigen Gleichung die Gröfse x 
auf algebraischem Wege gefanden ist, so konnte sie auch 
auf geometrischem Wege gefanden werden. Gleichungen, die 
aufser der Unbekannten nur noch die Gröfsen a, h und c 
enthalten, lassen häufig eine Beziehung auf das Dreieck zu, 
und bisweilen ist sogar die geometrische Lösung leicht, wo 
die algebraische auf Schwierigkeiten stöfst. Es sei z. B. 
gegeben 

(1) ayx^-a^ + iy^F^^^ + cY^F^^^^^' 

Schafft man die Wurzeln fort, so wird die Rechnung 
sehr weitläufig. Eine einfache geometrische Betrachtung 
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zeigt; dafs ia diesem Falle x der Darchmesser des um das 
Dreieck beschriebenen Kreises ist, oder doch sein kann. 
Denn unter dieser Yoraussetzong sind 

die vierfachen Werte für die Flächen der Dreiecke, welche 
von je einer Seite und zwei Radien gebildet werden, und 

ist der vierfache Inhalt des ganzen Dreiecks. Daher 

giebt X als Durchmesser des umbeschriebenen Kreises eines 
Dreiecks, dessen Seiten a, fc, c sind, eine Lösung der Glei- 
chung (1), und es mufs nach 316 und 317 mithin 
rox 2ahc ahc 

^ ^ ^ ~" y{a + h + c){-a + h + c){a-b + c)(a + b-c) ~~ 2 A 

eine Lösung der Gleichung (1) sein. — Dafs diese Lösung 
genügt, ist auch algebraisch leicht nachzuweisen. Man hat 
nämlich aus (2) 

' 4 A * A 



ya:» - c» = 



c^a' + b'-c*) 



4A 
Die Einsetzung dieses Wertes in (1) giebt 

a» (- a« + 6« + c») + 6« (a* -b^ + c«) 

eine identische Gleichung. 

318. >/(«» - a;«) (6« - x*) + /(ä» - a^) (c» - x') 
+ y(b* - «>) (c* - «*) = a;» 

L.«=i*V(i + i+i)(-i+M)(i-i+i)(i4-i). 

Man schaffe die Wurzeln fort, indem man ein Glied 
nach rechts bringt und quadriert. Schliefslich bleibt noch 
eine rein quadratische Gleichung übrig. Das Resultat für a^ 
ist in Faktoren zu zerlegen. 

Auch diese Gleichung mit ihrer Lösung läfst eine geo- 
metrische Deutung zu. Es ist die folgende: 

Man konstruiere aus a, b, c ein Dreieck, aus 
den Höhen dieses Dreiecks ein zweites und 
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aus den Hohen dieses zweiten ein drittes, so 
ist X der Durchmesser des um das dritte 
Dreieck beschriebenen Kreises. 

Sind immlich die Seiten der drei genannten Dreiecke resp. 

und also ihre' Höhen entsprechend 

aifciCj, a^hiC^, (hh^f 
und ihre F^hen bezüglich 

A, Ai, Ag, 
ist femer d der Durchmesser des um das erste Dreieck be- 
schriebenen EjeiseS; so hat man die Gleichungen 

(1) aa^ = 6&1 =» cci = 2 A 

(2) a^a^ = 6i&8 = c^c^ == 2 Ai 

(3) d = |^^ 

Aus (1) folgt 

1 Ol 1_ b^ J_ Ct 

'a'^YK' y~¥Ä' T"~2A 
Setzt man diese Werte in die Losung ein und beachtet, dafs 

)/(ai + 6i + 0(— öH + ^ + ^)(^--^ + ^i)K + ^-0=='4Ai 

sein mufs, so erhalt man 

abc- Ai 
^ 2A* 

Diese Gleichung durch (3) dividiert, giebt mit Berücksich- 
tigung von (1) und (2) leicht 

X Ai Ä, 6, c, 

d A a b c 

Hieraus sieht man, daüs x zu a^b^c^ dieselbe Beziehung haben 
mufs, wie d zu abc, womit die Richtigkeit der geometrischen 
Deutung nachgewiesen ist. 



319. 



ya — x -f-j/ft — g c 

Ya — X— Yb^ X y{a—x){b — xj 

T a + b , a — b-\-2c-i / ä 

L.x^^ + — v—y^ 



-b 



& + 4c 
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a. Man schaffe alle Wurzeln fort^ indem man mit den 
Nennern heraufmultipliciert, die Glieder mit "/ a — x zu- 
sammenzieht und ebenso die mit ]/fc — aj und dann quadriert. 
Das giebt 

(a + c — a;)* (fc — ir) = (c — & + xf (a — x), 

wovon nach der Entwickelung 

Diese Gleichung ist in der gewöhnlichen Weise weiter zu lösen. 

b. Man suche durch korr. Addition zu lösen^ indem man 
die identische Gleichung 

(1) (y^"^^)'- {yb^^y=^ a-i 

benutzt. Dividiert man durch diese Gleichung die gegebene, 
hebt durch |/a — x + Yh — x und geht mit der Wurzelgröfse 

■/(a — a?) (6 — x) nach links, so giebt das 

/2) (V(a-a;)(&-Ä) c_ 



()/5^=^ - VF=^)* «-^ 



Hieraus nach 18. 10, indem man ya — x = u und )/fc — ic = t; 
gesetzt denkt, 

Jetzt wendet man wieder korr. Add. an, quadriert und 
wendet nochmals korr. Add. an, so erhält man 

a + h-2x ^ (a-&4-4c) + (a-6) ^ g ^ 
a-^ 2y(ä-fe)(a-5 + 4c> 

Die Gleichung (2) kann man auch dadurch erhalten, dafs 
man die linke Seite der gegebenen Gleichung mit 



■j/a — X —Yb — x 
erweitert. Das giebt 

a — b c 



XX, s. w. 



(ya-x-Yb-xy y(a-a;)(a;-5) 

c. Noch einfacher kehrt man die Gleichung (2) um und 
findet, indem man das Quadrat entwickelt, daraus zimächst 

{a — x)-{-(b — x) a^b-^2c 

■ ■ ■ ■ — ■■■■ , " 11 ■! IWM — I.. - • 

y{a-x){b-x) c 
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Daraus nach 18. 16 oder 180 



U. 8. W. 



d. Eine allgemeinere Methode der Anflösnng für Glei- 
chungen dieser Art ist^ dafs man solche neue Unbekannte 
einführt, durch welche die Gleichung von den Wurzelgrö&en 
frei wird. Das erleichtert die Übersicht. Hier hat man zu 
setzen 
(4) Ya — x = u, Yb—x^v. 

Dann folgen aus der gegebenen Gleichung und aus (4) die 
beiden Gleichungen 

(5) 



U — V UV 



Hieraus sind u und v zu bestimmen. Man dividiert die 
Gleichungen ineinander. Das giebt 

UV c 



(6) 



(u - »)• 



a 



Durch Anwendung der korr. Add. und durch Badicierung er- 
hält man hieraus 



(7) 



u-\-v -t/a — b-\-4:C 

u—v V a—b 



Wendet man abermals korr. Add. an und quadriert, so erhält 
man durch nochmalige korr. Add. 



a 



-; 



u^-\-v* a — b-\-2c 

u^-v^~ ]/(a-.5 + 4c)(a-5) 

^ ~ l/(a-5 + 4c)(a-5) 



d.h. 



j U.S.W. 



statt der in (4) angegebenen Substitution hätte man auch 
die Substitution 

Ya — x = u + V 

_)/6 — X =u — v_ 

vornehmen können und würde dadurch bei den meisten Auf- 
gaben schneller und leichter zum Ziele kommen. Da jedoch 
auch diese Substitution auf Gleichungen mit 2 Unbekannten 
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fuhrt imd diese Methode der Auflösimg sich nicht wesentlich 
von der folgenden unterscheidet, so ist sie nicht weiter he- 
rücksichtigt 

e. Man setze 



(8) Yä~^^=(l+t)X yb-x = {l-t)L 

Aus dieser Substitution folgt 

a ~ 5 = 4U« A = ^ 

i* a — h 
und die gegebene Gleichung geht somit über in 

£ C'4:t 

Das giebt 

(9) ^=>^ 

Aus (8) hat man 

(10) VB 



-6 



6 4- 4c 






Die Quadratur dieser Gleichung liefert bei Anwendung der 
korr. Add. 



a — h 2« 



- \{h + 



Setzt man hierin für t den in (9) angegebenen Wert, so er- 
hält man 

a-\-b — 2x a — h-^-'ic 



U.S.W. 



Um nicht erst die Gröfse X wieder herausbringen zu 
müssen, thut man gut, die gegebene Gleichung mit Hülfe 
der bereits benutzten identischen Gleichung 

so umzuformen, dafs links im Zähler und Nenner überall 
gleich hohe Potenzen von l/a — x und ]/& — x vorkommen, 
während rechts nur bekannte Gröfsen stehen. Man hätte 
die vorgelegte Gleichung durch die genannte identische 
Gleichung zu dividieren; so hat man, wenn man das Produkt 
der Wurzelgröfsen nach links bringt, 

(|/a — a;-fy& — a;)y(a — a;)(6 — a?) _ c 
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Hieraus folgt durch Einsetzen von (8) sofort 

2'(l-t*) _ C 

c = o{a — 0) giebt x == — - — ; — -z 

a = 60, 6 = 47, c = 546 giebt x = 96, 11. 



320. 



yx — a + yx—b c 

y^^zr^^y^TB'^ a+h-2x 



I 

I 



T a+h , c 1 / a—h 



Der einfachste Weg ist hier der in 319 e. angegebene. 
Auch der in 319 c. ist sehr kurz. Man hat mit Benutzung 
von 

y{x - a)« - y{x - by = -(a-b) 

aus der gegebenen Gleichung 

(a; — a) + (ä — 6) c 



Hieraus durch korr. Add. 

{x — a)-\-(x — b) c 



2y(x-a){x-b) c-(a-b) 

Mithin nach 18. 16. 

(x — a)-\-(x — b) c 

{x-a)-{x-b)'^ y^_.(c-a + b)* 



U.S.W. 



K/ T\ . 1, 4a — b 46--a 

c = 5(a — 0) giebt x = — g — ; — ^ — 

Für a = 6, 6 = 1, c « 66 ist a; = 10, - 3. 



aoi («— x)ya'- x + (b — x)yb — X ^ 



T <* + & 



2c — a + fe-i / a- 5 
"^ 2 r 4c-3(a-fe) 



Bei Einschlagung des in 319 c. angegebenen Weges würde 
man hier, indem man durch die Differenz der Quadrate der 
Wurzeln dividiert und durch die Summe der Wurzeln hebt, 
kommen auf 
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]/(a - xY - V(a -x){h- x) +)/ (& - a;) « ^ c 
i^^a-x -j/fe-a?)^ ~" a - 6 

(a — aj) + (6 — a;) 2c — a + ft 



y(a-aj)(&-a;) c-a + fe 



(vgl. 180). 



10/ i\ • T-j. 16a — 9ft 165— 9a 

c = \o{a — 6) giebt rr = = j = 

a = 43, fc = 32, c = 341 geben x = 68, 7. 

322. (v^^^+y^^^)' ^^ 

ya — a?— 1/& — a; 



T a + ö , a — ft + ci/a 



j/ ,v . T_, 9a — 5 9fe — a 

c = 4(a — 6) giebt x = — ^ — ; — ^ — 
Für a = 51, 6 = 11, c = 250 ist x = 60, 2. 



323 



■ («-)T/^-(»-«)y^:-« 

T a + fe , (a — 6)c 

L. a? = "4 — • 

2 2}/c*-4(a-&)* 

Die Gleichung läfst sich auch in die Form bringen 



y{a-x)*-{-y(f)-xY _ c 

y{a-x){b-x) '~ a-b' 
woraus nach 180 mittelst korr. Add. hinzuzuschreiben ist 

a-\-b—2x c 

a-^ ""-j/c^-iCa-ft)* 
o9. ,x . , . 25a — 46 256 — 4a 

^ = 2j^(a - 6) giebt x = — ^j — > —^ 

Für a = 31, 6 == 10, c - 60^ ist x = 35, 6. 

324 ((a - x)ya — x + (x - b)Yx - b) i^a — x +)/rr - fc) 
= (a-fc)^ 
L. aj = a, 0, —~- • 

Man führe die Multiplikation aus. Das giebt mit Hülfe 
des Quadrats der identischen Gleichung 

(a — a?) + (ic — 6) = a — fc 
leicht 

(a — 6))/(a — a?)(Ä;~6) = 2(a — oo){x — 6). 
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325. (a-x)y^^ + ix-b)}/^^^a-b 



2 2 ' 2 



Die einfachste Auflösuiig ist hier die in 319 e. an- 
gegebene. Man setzt also 



-j/a - rr = (1 + t)X Yx-b = (1 - t)X. 

Da findet man schlieüslich für t die Werte und l/^3. 
Demnach wird man weiter zu lösen haben 

1 t/^E5 = i 2. i/?!^ == i+V^ . 

V x — b V x — h i_yC:~3 

326. (T/rr^-y^)'_2 

L. a; = 7, 3, 5 + 4iy^. 

Man entwickele das links stehende Quadrat und quadriere 
noch einmal; so erhalt man eine quadratische Gleichung für 
das Produkt der Wurzeln. — Oder man quadriere die 
Gleichung; dividiere sie durch die betreffende identische 
Gleichung, so kommt man nach 319 e. zunächst auf 

^+^8-2 = 0, d. h. ^ == ± 1, ± iY2. 



327 («-^)*y^-^+(^-^)y^~^ = (a — 6)* 

Ya-x+yx-b 

L\ a-\-b . a — b^/ — ö" 
.x^a,b, -^— + -g-y- 3. 

Man kann links durch den Nenner heben, nach der 

Formel ^, , 

— J- — = M* + tj* ^ uviu^ + v^) + u^v* 

Das giebt \ y \ / 

(a — hy —{a — fc)")/(a — x){x — b) — {a — x)(x ~ b) 

= (a — 6)* U.S.W. 



328 (^-^)*V^~^-(^~^)*V^~^ =5 1 
{Ya-3c -Y^ - ^f 
L. wie in 327. 
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(a-x)ya-x + {h + x)yb + x ^ ^^ ^ 

T a — b 

Die Gleichung liefert zwei gleiche rationale Wurzeln. — 
Man bringt den Nenner nach rechts, vereinigt die Glieder 
mit (a — xy und die mit (6 + xy, so giebt die Zerlegung 
der Gleichung sofort das Resultat. 



33Q (a'-xyyb + i + (b + xyya--x ^/a + b\i 
yä^^ + Yb + x \ 2 / 

L.x^-j-' 

Man hebe links durch den Nenner. Da bleibt noch 

y(a - x)(b + x) ()/(a - xy - )/(a - x)(b + x) + Yib + xy) 

Daraus 

(a - x){h + x) - (a + 6)y(a-a;)(fc + a;) + (^) =0 

y(a — x)(b + x) — ^^i- = U.S.W. 

Die Gleichung liefert vier gleiche Wurzeln. Schafft man 
alle Wurzelgröfsen fort, so erhält man 

16a^ - 32(a - b)x^ + 24(a ~ fc)»^;« ~ 8(a - 6)8a; 

+ (a~6)*=0, 
d. h. (2ic-(a-6))*=0. 

331. (a; +yS^^^/(ir -yS^^^) = c 

Man erhält zunächst, indem man links zwei ungleiche 
Faktoren mit einander multipliciert, 

(x +yx^-' a) 'a = c 

X +yx^— a=Y—f 

welche Gleichung am einfachsten wie 307 oder nach 73 b^ 
(vgl. 302) aufgelöst wird. 
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332 a?» + («-a?')T/ä-"g« ^ ^ 



L.x==^ P 

Man hebe links durch den Nenner und benutze schliels- 
lich das bei 261 Gesagte. — Dasselbe gilt von der folgenden 
Aufgabe. 

333. — — ■ ^^ = cxya^ — ar 

x-\-ya* — x* 

T a l/c + 3+T/c-l 



y a — a; — ya; — b a-\-b — 2x 

L, a — & 
, X = a, 0, — r — 

Man wende korr. Add. an^ kubiere und zerlege schliefslich 
die Gleichung. 

334,. I^IH^I^^ = 6 - ^ 

L. x = l, 5, 6. 
335. V(^^^*+}^=^)'_ «-6 



X 



. x = a, 0, — ^ — 

„„. V(63^'-i/(-8^r^ __, 

y(ö-a;)*+y(3--a:)* 

L. a; = 5, 3, 4. 

336 («-^)Vö^^=^' + (a^-&)V(^^^' _« + ^ 

\/{a^xy + ]/(x-by ^ 

Li. X = ttj 6. 

oQf7 (a — x)ya + x + (p + x)yb — x ^^ a + b 

L, a — b 
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Man bringe den Nenner nach rechts^ yereinige und 
zerlege. 

QQg (a'-'X)yb-{-x + (h + x)ya — x _ a + b 

La — 6 
Die Gleichung hat vier gleiche Wurzeln. 

339. y^^^^+y^^^^Yä^^ 

L. x=^ a, h. 

Man kubiere nach 67. Das giebt leicht 

(a -x)(x-b) = 0. 

339i. y2a + & - a; + ya + 2b-x =V3a + 36-2a; 

L. x==j(a + h), 2a + 6, a + 2h. 

Setzt man die Eubikwurzeln links bezw. gleich u und v, 
so hat man^ wenn man kubiert, (u + v)^ = u^+ v% d. h. 

1) u + v==0 

2) (w + t;)*==:M* — wi? + t?*, also «*v = 0, w = 0, t; = u.s.w. 

Kubiert man direkt nach der in Nr. 67 angegebenen 
Formel, so erhalt man, da dann u + v gleich der dritten 
Kubikwurzel ist, 

3) ySa + 3fc - 2a;. V2a + b - x-Ya + 2b - x=^0, 

also 

1) ySa + Sb-2x = 2) V2a + b-x = 

3) ya + 2b-x=^0, 
339«. y^T^ + Yb^^^^ya + b-2x 

T a4-h , 

L. x=—^, a, 0, 

3393. V^ - 2a + fc +yx-2b+a^y2x-a-b 
L. ic =^^Y-> 2a — 6, 2& — a. 

339^. V<» + & - ^ - V^- ö + & = V2(a - a?) 
L. a; = a, a + b, a — b. 

Bardey, Algebraische Gleichungen. 5. Aufl. g 
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840. f/(a-a?)« + V(^-ir)(6-a?)+V(6-a:)«-|^a»+afc + &» 

^•«1— aHaft + &'«• + ««> + &'' 
Man ziehe zur Lösung die identisehe Gleichung 

heran^ dividiert diese Gleichung durch die gegebene, so 
hat man __ , 



Hieraus folgt durch Kubieren (vgl. 67), Isolierung des Produkts 
und nochmaliges Kubieren 

a + b 1 g' + ft' 

Leichter kommt man nach 73 a. durch korr. Add. zum 

Ziele. Setzt man ya — x =« u und yb — x=^Vf so kommt 

man auf 

u* — uv-\-v* a* — ab-\-b* u-\-x , a-\-b 

Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert 

u* + ^^ , a» + 5» 

' — T~ -^-^— — — — 

t*' — «?' — a' — 6* 

d. h. — ^ j- — = ± , , , 

a + 6_a — 5 a' + 6' 

"^ 2-'''-T-'ä^»^-«-^- 

341. V(a-a;)«-V(a-a;)C& + rc) + V(& + ^)' = f'Ä*-a& + &* 
T ^ _ (a-&)(a« + &') ^2_ (^-^)ag> 

Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nur durch 
das Zeichen von b verschieden. 

342. (l^^^^'~f(«-^)(^-ft) + f^F=^)' _ ^ ^ 

y a — a; + yx — b 
L. x = a, b. 

Man multipliciere mit ^a — a? + ^0? — ft)*, so erhStt 
man 339. 
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3 a — b 



343. y^T^-W^^^^', 

^ y(a-x){x-b) 

T ^ _27a + 6 ^_«±276 
■^•^"~ 28 '^ 28 

Man kubiere nach 67. 

344. ^^^^+^^EEl^a-b 

Ya — x + Y^'"^ 
L. iT = a, 0, — ^ — 

Man entwickele das Quadrat, bringe den Nenner nach 
rechts, vereinige die Glieder mit gleichen Wurzelgrölsen, so 

hat die Gleichung einen Paktor Y(a — x) (x — 6). Der 
übrige Teil der Gleichung giebt, auf gebracht, links ein 
vollständiges Quadrat. 

345. yi^^^+y^^^^=^Yc 



T g + ft , a--& + 2c i/ 4(a-&) 

^•^ 2""^ 6 y 3c 



Kubiert man, so fallen nach 67 die Wurzeln sogleich 

fort, aber man erhält schliefslich den Radikanden 

l a — 6\ » (c — g+b)» 
\ 2 / 27c ' 

dem man es nicht gleich ansieht, dafs er den quadratischen 

Faktor «^ (a — & + c)* enthalt. Verfahrt man jedoch, wie 

in 70, 71 oder 78 angegeben, so erhalt man direkt den ein- 
&chsten Radikanden und kommt schnell zum ZieL 

a « 165, & — 13, c =- 612 giebt x =- 138, 40. 

a = 400, 6 -= 80, c « 1000 giebt x = 373, 57. 

346. V(a - a;)2 + V(» -x){b- a;) + V(& - x)^==y? 

T ^_^ + & . 2(a-&)'+g' l/ ^'~(«~&)' 

Dividiert man durch diese Gleichung die identische 
Gleichung , , . , 

so erhalt man 

c 

8» 
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welche Gleichung nur durch das 3. Glied von 345 yerschieden 
ist (vgl. 340). 

Für a = 10, 6 = 3, V^=7 ist a; = ll, 2. 

ya — x-{- yx — b 

Multipliciert man mit ya — x + ^x — 6 und radiciert^ 
so erhält man leicht 

Die Lösung dieser Aufgabe folgt also aus der von 345, wenn 

f. 

man dort ^^- statt c setzt. 

r 

348. Yä'^^ + Yb+'x^ 



\{a-x)Q)-\-x) 



Kubiert man nach 67, so kommt 

a +& + 3c = 



c» 



(a — x)Q}-\- x) 

Man erhält so zwar nicht den einfachsten Radikanden, kommt 
aber bei Zahlengleichungen am schnellsten zum Ziele. — 
Oder man bringe den Nenner von rechts nach links, 
multiplicierß die Gleichung mit 3, addiere die identische 

Gleichung V(a — xY + Y^b+lcf = a + 6 und ziehe die Kubik- 
wurzel, so erhält man 

VöT^ + yV+lo^ya + b + Sc. 
Diese Gleichung ist nach 73b. weiter zu behandehL 
Für a = 30, 6 = 5, c = 30 ist x = 22, 3. 

T a-\-b , a — b c4-l /^ 7 
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Die Auflösung nach 71 ist bei dieser und der folgenden 
Aufgabe am einfachsten. 

Für a == 31, b = 3, c =| ist x = 30, 4. 



T a + b , a — 6i/3c — 1 



Für a = 130, 6 = 4, c = 1^ ist a; = 129, 5. 

Ol 

351. ^M±^±V^E^=26 

yu+x+yu-x 

L. a:==±13, 3i/2T. 

Man kann direkt die Wurzeln fortschaffen, indem man 
oben das Quadrat entwickelt, den Nenner nach rechts bringt, 
die Glieder mit gleichen Wurzelgrofsen vereinigt, das Produkt 
der Wurzeln nach rechts bringt und nach 67 kubiert. Man 
erhalt schHefelich cß^- 358a:* + 31941 = 0. — Viel einfacher 
wendet man 319 e. an, nachdem man durch y (14 + xY 

+ V(14"=^= 28 dividiert hat. Das giebt ^ = ± |, ]/|- 

Dann folgt x aus der Gleichung 

^^:-l±itM9.(10)]. 
362. V(a + xy - V(« - x)' = V2^ 



T «4- CT /da — c , 2a — ci/2a 



— c 



Sc 

Die Quadratwurzehi kömien aUe mögHchen Zeichen 
haben. Das giebt fiir x vier Werte. Dazu kommt noch 

Kubiert man, isoliert die dann noch bleibende Kubik- 
wurzel, kubiert wieder und hebt durch x, so erhalt man 

(1) 4(2a - cfx^^ 27c(a*~ x^K 

Zieht man jetzt die Quadratwurzel, so hat man 



(2) ^,^ 2a,(2a-o) |/2^_^,^Q 



11g D. Bcbwierigere quadraÜBche Gleichtmgen. 

Hier w in der gewöhnlichen Weise bestimmt^ kommt die 
oben angegebene Form der Losmig. Man hat dabei jedoch 
zu berücksichtigen, dafs 

(3) (2a - cy+ 27 a«c « (a + cy(8a - c) 

ist. — Addiert man zn der Gleichung (1) auf beiden Seiten 
so viel, dafs rechts 21c{a^+ x^^ entsteht, also 27c-4a*a?*, 
so geht dieselbe über in 

4(a + cyißa - c)a?«= 21c(a^+x^^. 
Zieht man die Quadratwurzel, so erhält man 



a^-B^^]/?^*4-o»-0. 



Addiert man diese Gleichung zur Gleichung (2) und hebt 
durch 2x, so kommt 

* + — s-Knii T-y-Tc — ^' 

d. h. X wie oben angegeben. Die zweite Auflösung eiaefr 
quadratischen Gleichung ist damit umgangen. 

a = 36, c = 30j giebt x^± 46|, ± 28. 

c 



353. a;+V«-Ä^=-Ä, 

2ya + Sc 

a. Durch Kubieren (nach 67) erhalt man zxmachst 



c» 



(1) ^Va-^=«74=- 

Dies, in die gegebene Gleichung eingesetzt, giebt 

(2) x + y^r^^YiT+Tc. 

Hier hat man die Summe zweier Gröfsen, deren Produkt in 
(1) gegeben ist. Man sucht also die Differenz. Man quadriert 
(2), zieht die vierfache Gleichung (1) ab und radiciert, so 

giebt das 

(3) a;-V^^=^. 

ya + 3c 
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119 



Die Addition von (2) und (3) liefert x in der angegebenen 
Form. 

Wegen der Gleichung (2) müssen in der Losung das 
erste GHied im Zähler und der Nenner gleiche Zeichen haben. 
Die Gleichung liefert abgesehen von den imaginären Kubik- 
wurzebi nur zwei Werte für x (im Ganzen 6). — Für 
a = 370, c = 210 erhält man a: = 7, 3. 

b. Einfacher löst man mit zwei Unbekannten. Man setzt 

x = u + V, ya — 0?'*= u — v. Das giebt die Gleichungen 

Die Elimination von v^ indem man 3c + a bildet , giebt 
2u = \^a + 3c U.S.W. 

a _ x-\-]^2h'-x* 



X 



X' 



Man lose nach 353b.y indem man x = u + v^ y2b — x^ 
^=u — V setzt. Dann erhält man nach Ausscheidung des 

Faktors v, der x=yb giebt, für u und v die Gleichungen 

3w^+ uv^= a 
w'+ 3wt?*==6 

Eliminiert man v, indem man 3a — b bildet, so erhält man 
u = ^y3a — 6, also v « K ""^ u. s. w. 



2 



2f/3a-& 



ya •\-x-\- ya — x 
li. rr = 0. 

(a+x)\^a-^x + {a-x)\^a + x 
ya-\-x-\-ya-'X 

h. x = 0. 



= a 



==a 
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355. y2G^^ +yx^^lÖ ^ 2 

L. a: = 26, 10, 18 + 24iyT. 

Man quadriere, bringe das doppelte Prodnkt nach rechts 
und quadriere wieder, so entsteht eine Gleichung, welche 
man leicht durch Zerlegung lösen kann. — Viel allgemeiner 
verfahrt man nach 73b. Danach setzt man hier die Di£Eerenz 
der Wurzeln = 2y. Das giebt 



[26 - aj = (1 + yy-] 
La;-10 = (l-y)*J 



Die Addition dieser Gleichungen liefert 

j^+6y»=7, also y-±l, ± i/7 . 
Die Subtraktion der Gleichungen giebt dann 

. 18-rr = 4y(l + y^, 
woraus x folgt, wie angegeben (ygL 476). 

356. («-»)t^+(^-»t^^^ ^a-6 

yo' — x-\- yx — b 

LT a4-b . a—h^/ ^ 
. a? = a, 6, -|- + -g-y-^. 

op, ^ {a — x)yx — h-\-ix — h)ya-'X a — h 

T a+b 

357. (i/a - a; + Vfe - «)* (VflT^ - Vi^^^ == c 

T ^_« + i' . (a-by+Ha-b)c-c* 

JLi. X — — ^ . • 

2 4y2(a-&)c-c» 

Man dividiere die gegebene Gleichung durch die identische 

(1) V(a - xy - V(6 - a:)* = a - 6, 

so erlmlt man nach Forthebung der gleichen Faktoren 

^ ^ yä^+yb-x «-^ 

Es mufs also auch sein 

2\/{a-x)(b-x) c-(a-b) 
}/a-x + }/b-x «-^ 
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Quadriert mau jetzt, dividiert durch 2, subtrahiert den 

Zähler vom Nenner, so hat man för a — h^==n 
t . 



• (a — ä) + (5 — ä) «•+2nc — c* 

Hieraus nach 180 

(a — a?) — (6 — a?) 2n y2nc — c* 

(a — x) -\- (p — x) n* + 2«c — c* 

Man kann auch alle Wurzeln fortschaffen und direkt 
lösen. Die Rechnung wird aber weitläufiger. 

358. (Va-rr + V^--6)*(}/a-rr + ya;-6) = c(a + 6-2a;) 

T ^ ?L+^ o_a + fe 2(g-6)(c'+l)g 
Man hat identisch 

Setzt man dies rechts ein, so sieht man, dals die Gleichung 
zerfallt in 

1. ya-x+yx~^^0 2. Ya-x+yF^^O 

3. Ya — x + yx — b = c (^a — x — Vo; — 6). 

Diese drei Gleichungen sind statt der gegebenen aufsulösen. 

358i. (Va + X + Va - xf (Ya + x + Ya — x) = 2cx 

Jj. a^i — u, iz:»— ^4^6^._[_i- 

Man dividiere durch die identische Gleichung 

y(a + xy-y(a-xy^ 2a?, 
hebe links und wende korr. Add. an, so hat man 

S/a + x e+1 , a + x /c+lX* 

1/— ' — -^ —^, Biso —^—=^1—^) U. S.W. i 

y a — a; + ya; — b 



■^•^ 2~^ 1 + 2C-C» 
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Die Gleicliniig hat dieselbe Form^ welche die Qleichtixig 
357 (2) hat Sie ist alio auf dem dort angegebenen Weg« 
zn lösen. 

9 . , , IQa + b a + 165 



6 o 17 17 

5 



Für a = 92, J - 10, c = l| ist äj - 91, 11. 



«• p^-^(^^+^^' 



■^•^"""T""^ 4c y 2e-a + b' 

Mit Hülfe der identischen Gleichung 357 (1) erh&lt man 

welche Gleichung in derselben Weise zu behandehi ist, wie 
367 (2). 

Für a = 275, 6 « 100, c = 4375 ist. x = 356, 19. 

360. V»T^ + V«'^^ = V2^ 
h. x = ±a, aiys. 

Die einfachste Auflösung geschieht hier mittelst der 
Erhebung zur 5. Potenz nach der Formel 

(u + vy^ u^+ v^+ buv(u + ^y— 5wV(w + «?)• 
Hierin ist 

u =ya + X V =y a— X u + v=^Y^ 

IM setzen. Das giebt 

2a = 2a + 5VS^^=^.l/8^---5V(a*-Ä;^)«.V2^ 
d. h. V4a2(a«-^"^ = V(a« ~ a?y u. s. w. 

Oder man löse nach 73b., indem man die Differenz der 
Wurzeln gleich y setzt. Man erMlt dann zunächst 

y^±y2äy ±y2ä'iy^. 
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L. rr = 26 -- (^, ^\ > Yab. 

Man zerlege links die Differenzen der Quadrate in Faktoren, 
so laTst sich auch die Gleichung nicht zerlegen. — Die 
Gleichung ist Tom vierten Grade und hat daher vier Wurzeln. 
Dasselbe gilt von den drei folgenden Aufgaben. 

q/»^ (g-2a;)'-f (a;~26)« / a;-a + 25 \8 
^'^■^i- (a-f 2a?)«+(^ + 26)»"'\8a? + a + 2&/ 

L. a;= 1/ — ^T — y yao. 

Man verfSfthre nach 2435 und 243^^, indem man 
a — 2a? » tt, x — 2b = v, a + 2x=^w, x + 2b^t 
setzt. Dann hat man 

Daraus ähnlich, wie in 2435 und 243^^, 

(t*— 1?\8 / u — v \ > u — t; j. ** + * 
«7-* / "~ \w + * / ' «7-* *" — «7 + * ' 
also 

1) — == -r> 2) — = — U.S. w. 

L. ä; = 26 — a, 2a — 6, Ya^ — a6 + 6^ 

Man verfahre hier, wie in der folgenden Aufgabe, nadoi 
Nr. 361. 

L. a; = 2a + 6, - (a + 36), -j/a« + hK 



ysb+x+y$x+b y ^+^ 

L. a: = 0, ya6; 



124 
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\m 



I 






11 



a. Man quadriere, erweitere den Quotienten rechts mit 4^ 
wende den ES. mit Subtr. an, hebe links durch 2 und 
quadriere, so erhalt man 

(U + x){Sx + h)^ \b + x) 



2 



Entwickelt man, erweitert den Quotienten rechts mit 3 und 
wendet abermals den ES. mit Subtr. an, so erhalt man 

a* + 2aaj-faj* ax , , 

b* + 2bx + x^ "~ 6^' ^- ^• 

In der Gleichung 2) kann man 2ax und 2bx nach dem ES. 
streichen. — Man kann auch in der Gleichung nur die 
Wurzeln fortschaffen, so muls sich die Auflösung von selbst 
ergeben. 

b. Man setze f&r die links yorkommenden Wurzelgrofsen 
bezw. u, V, w und t. Dann erhalt man durch Quadrieren 

fö) = S^: [^8^ 2^» --^ 2^^> J 

(w + ^'X* /u — vY w + t' . u — v 

w + t ) ~" \w-t ) 



w-\-t 



= ± 



W — t 



d.h. 



^\ u w 
y V t 



2)^ = 1, 

^ V w 



also durch Quadrieren 

Sa-\-x Sb + x 



1) 



Sic-fa 3a;+6' 



2) :; !— = -zTT-r— U.S.W. 



^x + a db + x 

Diese Methode, für die yorkommenden Wurzelgrofsen 
abkürzende Bezeichnungen zu setzen, ist auch bei den folgenden 
Aufgaben 362i — 362j8 am einfachsten. 



362i. 



y^a — x+ysx + a _ 



-t/a — x 

— Vb^ 



y^b+x+ysx+b 

L. X = a, 6, 0. 

Hier kommt man nach der in 362 b« angegebenen 
Methode auf . i v« > > 

\w-\'t / w^ — t* 
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1) w + ü=xO, 2) w+t=0, 

o\ U-\-V U — V u w 

ö) — rir = 7~f — = -r- u.s.w. 

^ W + t W — t V t 



*' ysb+x-yzx+b'^ y l>+x 

L. ic == 0, yäb. 

Hier kommt man nach 362 b. auf 

(u — v \* u*-\-v* 

also 

362,. V ^-« + ^ +>^ =l/^ 

* yx+a-b+yä y «-^ 

L. a? = a, 6, a + 6. 

5* Yx + a-b+y^ y x-b + 2a 



L. a; = a + 6, j/a* — «6 + 6*. 



362 V^ + ^ + ^+V^ _i /2a + 6 + a; 

a-f2o ^ * 



362 V«+5& + a?+yg iA 



+ llb + x 



ya + bb-x+y^b ^ a+llb-x 

L. a; = 0, )/(a-6)(a+116). 



®' y6-2a;4-y2a-a;'~'^^ + 2a-3aj 



2 



L. a; = -(a + 6),ya6. 



i^i. 
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+ 2a 



2 



L. a: == ^(a + 6), a — 26, 6 — 2a. 



^^'y^^-Öa + Saj+ySa + Sö-a;'*''^^ 6&-3a + 

L.x^ 3(a + 6), y9a«~14a6 + 96^ 



X 
X 



^^•y75_9a + 3aj-y8a + 3&-aj'"^^ a; + 6-8a 

L. a? = 3a - 6, 36 - a, 3(a + 6). 



•-5 
2b 



3g2 y2tt + a?+ yg + ^ ^-| /a; + a 
"'y2a + a;+y2(a~6) ^^ »- 

L. a: = 6 - a, 26, y2(a«+6«). 

Diese Gleiclmng und die folgende sind vom vierten 
Orade, haben also vier Wurzeln. Die Gleichungen 362 — 362ii 
waren vom dritten Grade, hatten also nur drei Wurzeln« 
AUe Gleichungen dieser Art sind an sich vom vierten Grade; 
hebt sich die höchste Potenz von x fort, so bleibt nur eine 
Gleichung dritten Grades. Das ist im voraus gleich zu er- 
kennen. Die höchste Potenz von x bleibt, wenn man a^^O 
und 6 = setzt. Das giebt in 362 



Yx+y^x" y « 

Die noch vorhandenen Glieder mit x heben sich gegenseitig 

fort. Die Gleichung kann daher nur vom dritten Grade sein. 

*• 

Ähnlich hat man für 362^0 




Y^x+y-x 



Auch diese Gleichung mufs daher vom dritten Grade sein. 
Für 362^2 erhält man jedoch 

Yx i/^ 

Y^^y « 
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Diese Glieder heben sieh nicht gegenseitig fort^ daher auch 
nicht die höchste Potenz von x] die Gleichung mnfs also 
Yom vierten Orade sein. 



362 



V; 



yx + a + h + V2ä -i/b — a + x 



L. a; = a - 6, a + 36, Ya^+Gah + hK 



(a;-.a + 6)»-6» 



— /i.\8 






L. a? « a, 6, a + 6, ]/a* — aft + 6*. 

Die Gleichung hat im Zähler den Faktor (a? — a + 6) 
— 6 = a? — a, und im Nenner den Faktor {X'\' a — h) — a 
^ X — b. Diese Faktoren, gleich gesetzt, geben die beiden 
ersten Wurzeln« Setzt man nach Ausscheidung dieser Faktoren, 
wie in 243., x — a + b '^u und a; + a — 6 *= w^, so hat man 

Hieraus durch Anwendung des KS., wie in 2485 und 243ii, 

/ u + & \^_ fu-b y u + b u — b 

\v-{-a) \«? — «/ v-\-a — v — a' 
also 

1) =- _, 2) X = — U.S.W. 

Multipliciert man die gegebene Gleichung mit dem 
Produkt ihrer Nenner, so tritt als höchste Potenz von x 
zunächst x^ auf. Diese hebt sich jedoch fort; es bleibt nur 
eine Gleichung vom fünften Grade. 

Q/.Q {a-2xy + (2a-xy __ ( a - a? \ 8 

L. a? = 0, a, 6, }/a6. 

Die Gleichung laust sich nach der vorigen Aufgabe und 
nach 243^1 zerlegen in 

1) (a - 2a;) + (2a - a;) = 3(a - a:) == 

2) (6 - 2a;) + (26 - a;) = 3(6 - a;) = . 

O) rr = ^r^: ; d. h. 3? == 

'' 2a — aj 2b — X 
.X a— 2a; 2& — a; , , ^/~ir 
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T a + 2& 2a + 5 2, , ,v ,/-y 

o/»Q (4a; — 6a)« + (4&~8a)» __ /a;-2a+6 \8 
^^^»' (4a;+5a)» + (4& + 3a)»""U + 2a + &/ 

L. a; = |6, 2a - 6, - (2a + V), Vo^+F. 

oßQ (2a?-f a-2&)»--(q + 6-a;)» __ / x - 6 \» 
^^^*- (2a; + «>-2a)«-(a + 5-a;)»""U~a/ 

L, x^a,b, a + h,ya^— ab -f 6*. 

^ V3q-a;-|^8a?-5 _ nj /3a + &-4a; 

L. aj ^7 — ^; j^(a + 6), yab. 

Man setze^ wie in 362, die links, vorkommenden Wnrzeln 
bezw. gleicli u, v, w ujoAt Dann hat man, wenn man kubiert, 

W — t ) "■ w»-t» 

Hieraus folgt durch Zerlegung und Anwendung der schon 
mehrmals angewendeten Methode 

1) u-^v, 2) w^t, 3) — = Y? 4) — — — U.S.W. 

\^2x + a-2b-]/a + h-x S /x-b 
364i. V2a? + 5-2a -\faJ^b-x'^^ ""-^ 

L.x==a,b,a + b, Ya^-ab + b^ [vgl 363 J. 

V4a;-6a+f/4&-3q S/ x-2a+b 
"^^^^ ]/I^^+ra+yib + ra'^y a; + 2a + & 



L. a: = ^6, 2a - 6, - (2a + 6), y^^+ft^ [vgl 363J. 
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B. 

Qleiehimgeii des 4. Grades, deren Auflosmig mit Hülfe 
quadratischer Oleichnngen hescliaflt werden kann. 

365. id^ + ax^ + ba^ + ~a(b - ja')x + d = 



L.a; = -'*+>''"^-'^ + "'' far r = |/(a» - 46)« - 64d. 

a. Mau betrachte die Glieder a^ und ax^ als die beiden 
ersten Glieder Yom Quadrate eines Binoms. Dann kami 

dies Binom kein anderes sein als (pi:^ + -^ax). Man yer- 

sache daher die gegebene Gleichung in die Form 

(1) {a^ + ^axy+n(x' + ^ax) + d^0 

zn bringen^ bei der n yorjßufig noch unbestimmt ist. — 
Vergleicht man diese Gleichung mit der gegebenen^ so sieht 
man^ daJs n zu gleicher Zeit die beiden Bedingungsgleichungen 

(2) -a* + w «= 6 und —an = -^a{b — ^a*) 

erfÜUen muTs. Aus beiden ergiebt sich 

(3) w = 6 - ^al 

Die gegebene Gleichung lä&t sich daher wegen (1) und (3) 
auch in der Form schreiben 

(x'+^axy+(P^^a')(x' + ^ax) + d==0. 
Hieraus 



(4) x^ + -ax^ s ^ 8^ n.s.w. 

b. Jede Gleichung des vierten Grades 

(5) a?*+ aixf^+ bx^+ cx + d = 

wird sich daher lösen lassen in der angegebenen Weise^ d. h. 
durch zweimalige Auflösung quadratischer Gleichungen^ wenn 

(6) e = |a(6 - |o«) 

isi — Hat das erste Glied einen Eoefficienten, so dividiert 
man durch diesen^ um zu sehen^ ob die Bedingung (6) statt- 

B a r d e 7 , AlgebraUohe Gleichungen. 5. Aufl. 9 
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findet. Aber auch ohne auf diese Bedingung zu achten, 
wird sich eine Gleichung des vierten Grades immer nur dann 
in dieser Weise losen lassen, wenn bei dem in a. angegebenen 
Verfahren die beiden Gleichungen (2) fftr n zugleich bestehen 
können, d. h. fiir n denselben Wert liefern. 

c. Was die Eigenschaften dieser Art von Gleichungen 
des vierten Grades betrifft, so ist die wichtigste die: 

die vier Wurzeln einer solchen Gleichung 
lassen sich stets so ordnen, dafs die Summe 
zweier derselben gleich der Summe der beiden 
andern ist. 

Aus der Gleichung (4) ergiebt sich, wenn man 



(7) 




a»-4& + 
8 


^ — A **'" 


-46-r 


— ,Ä 


8 


setzte 


dapR 


man weiter 


zu losen hat 




(8) 






x^ + -^ax=^ 


A 


(9) 






S 1 1 

x^+-^ax — 


B. 



Die Wurzeln dieser beiden Gleichungen sind die Wurzeln 
der gegebenen Gleichung. Sind x^ und oc^ die Wurzeln der 
Gleichung (8), und x^ und x^ die der Gleichung (9), mithin 
x^ x^ x^ x^ die Wurzeln der gegebenen Gleichung des vierten 
Grades, so mufe wegen der Gleiclymgen (8) und (9) be- 
kanntlich sein 

Q. n. X\ ~| Xa — ~- Xn ~Y ^47 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

d. Der in c. angegebene Satz läXst sich umkehren, man 
hat dadurch den neuen Satz: 

Hat man 4 Zahlen von der Beschaffenheit, daCs die 
Summe des einen Paares gleich der Summe des andern 
Paares ist, so kann man diese 4 Zahlen als Wurzebi 
einer Gleichung des vierten Grades ansehen, deren 
Lösung sich durch zweimaliges Auflösen quadratischer 
Gleichungen bewirken Jüjst. 
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Zahlen^ welche die genannte Eigensdiaft haben^ sind 
z. B. 1^ 2, 4f 5; denn 1 + & =^ 2 + ^* Man kann. aLso setzen 

(10) {x - l)(a; - 2)(x - 4)(x - 5) = 0, 

d.h. a^- 12a?'+ 49ir»~ 78a? + 40 = 0. 

Diese Gleichung mulÜs sich in der oben angegebenen Weise 
lösen lassen. Man hat 

(x^- 6xy+ 13(a?^- 6a;) + 40 = 
0?* — 6a; = — 5, -—8 n. s. w. 

XJbrigens braucht man^ um eine Gleichung von der hier 
in Bede stehenden Beschaffenheit zu erhalten^ das Produkt 

(a^^a){x^ß)(X'^y)(x-6), 

in dem a + 6 = ß + y ist, nicht gleich Null zu setzen. Denn 
die für die Entstehung^iner solchen Gleichung charakteristische 
Bedingung [siehe a, Formel (6)] bestand nur zwischen den 
drei Eoefficienten a, b^ c, war also unabhängig Yom Werte 
des konstanten GHedes. Dieses braucht demnach nicht den 
Wert aßyS zu haben, den es erhält, wenn man das vor- 
genannte Differenzenprodukt gleich Null setzt, es kann auch 
den Wert aßyS — s annehmen, der sich aus der Gleichung 

(x — cc)(x — ß) (x — y)(x — S) = 6 

ergiebt. Doch haben die Wurzeln der so entstehenden 
Gleichung dann natürlich andere Werte als aßyS. Nur die 
Bedingung, dafs die Summe des einen Wurzelpaares gleich 
der des anderen ist, nämlich den Wert a + tf = j8 + y besitzt, 
ist auch hier erfüllt. 
Es sei z. B. 

(a; - 1) (a; - 2) (rc - 4) (a; - 5) « 4 

a^- 12a;«+ 49a:2~ 78a; + 36 == 

{x^- 6a;)2+ 13(a;«~ 6a;) + 36 = 

a;^— 6a; = — 9, — 4 

ir^=:3 a;2=3 x^=^+yb a;4=3--)/5. 

e. Fast alle hier vorkommenden schwierigeren Gleichungen 
lassen sich auf Gleichungen des 4. Grades von der oben 
behandelten Art zurückführen. Man hat nur alle Wurzeln 
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und alle Nenner fortzuschaffen; die Gleichung zu ordnen und 
auf Null zu bringen. Der einfachste Weg ist dies freilich 
nicht immer. In der Begel werden andere Methoden leichter 
zum Ziele führen^ bei denen man nicht erst das Fortschaffen 
von Wurzeln und das Auflösen von Potenzen notig hat. Im 
Stiche läJst uns diese allgemeine Methode sehr selten. 

366. a^'-Gar^+la^+Gx-S^O 
L. a: = ± 1, 2, 4. 

367. ir*-10a;»+ 35a:«- 60a; + 24 = 
L. ic = 1, 2, 3, 4. 

368. 32a^-'4:8a^-10x^+12x + b = 

T 6.11 

Hier hat man statt der gegebenem Gleichung zunächst 
zu schreiben 

2(4a;«- ^xy- l(4x'- 3a;) + 5 = 0. 

369. a^ - 12ar» + öla;« - 90a; + 56 = 
L. a; = 2, 4, 3 + y^. 

370. ar»-6a;«+5a;+12 = 

L. a; = 4, 3, — 1, 

Man multipliciere mit x und yersuche dann nach der in 
365 angegebenen Methode zu lösen. Man kann dann schreiben 

(x^ - Sxy - 4(a;» - 3a;) = 0. 

Daraus durch Zerlegung 

1. a;*-3a; = 2. a;»-3a;-4==0 u.s.w. 

Die Wurzel a; = bleibt ausgeschlossen^ weil der Faktor x 
erst nachträglich hinzugekommen ist. 

371. a;*-2a;8-7a;«+8a;+12 = 
L. a; == 3, 2, - 2, - 1. 

372. a;*-4aa;»+4aV-c*=0 

L. x = a+ Yc^~+~c^, a + Ya^ — c*. 

373. a;*- 4aa;»+ (4a^+ 6«+ c«)^;*- 2a(6«+ c^)a; + 6*c^= 
L. x = a + Ya^ — 6^, a + y«^— c*. 



E. (Heichnngen des 4. Grades. 133 

L. a; = 0, 3, ±l|- 

Man setze 2x' — dx = y, so hat man (y + 1)*= lly + 1, 
d. h. y = 0, 9. -r- Oder man setze 2x* — 3a; + 1 ^ y. 

373,. lex'ix - 4)*+ 121 (x - 2)»= 265 
L. a; = 3, 1, 2 + ji. 

Man setze a::*— 4a5 = y, so hat man 16y*+ 121 (y + 4) 
= 266, ALy^ 3, - g- 

373,. (a^- 6x + 7)«- (a; - 2) (a; - 3) = 1 
L. a; - 3, 2, |(5 + »yS). 

Man setze a;* — 6a; + 7 = y, so hat man y* — (y — 1) = 1, 
d. h. y = 0, 1. 

3734. a;*+ 6 = 8a; + 2ya;« — 8a; + 40 
L. a; - 9, 6, 3, - 1. 

Man setze f/a;* — 8a; + 40 = y, also a;* — 8a; = y* — 40, 
so hat man y*— 40 + 6 = 2y, d.h. y = 7, — 5. — Auch 
bei einfacheren Aufgaben erleichtert man sich die Rechnung 
oft wesentlich, weim man die Wnrzelgröüge als neue Un- 
bekannte einfOhrt, z. B. 

1215 + a; = 491/615 + a; 

^^ }/6l6T^ = y, a; = y«- 616, 

1216 + y*- 616 = 49y, d. L y = 26, 24 u.s. w. 

374. x(x - 1) (a; - 2) (a; - 3) = 24 

L. a; = 4, - 1, -i^Y — 

Mnltipliciert man den 1. mit dem 4. Faktor und den 2. 
mit dem 3., so sieht man sofort, dafs x* — 3x die Gröise 
ist, für welche die Gleichung quadratisch ist. — Ebenao 
einfach hätte man die Summe des 1. und des 4. Faktors, oder 
die des 2. und des 3. Faktors als neue Unbekannte einftihren 

können, z. B. a; + (a; — 3) ^ 2aj — 3 = 0, d. h. x y— 



i: - : '•• 



^rV'^ '-t 




V- ♦■ 


«-> • ^ ' 


;i ^"' 


■r . ■ 


1 
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Dadurch geht die Gleichtuig über in 

{z + 3) (^ + 1) {z - 1) (;? - 3) = 16-24 
d. h. (0»- 9) {z^- 1) - 384^ also ^ - ± 5, ii/l5 u.s.w. 

Allgemeiner ist x immer vermittelst Auflösung quadra- 
tischer Gleichungen zu finden^ wenn die 4 Faktoren, deren 
Produkt gleich einer Eonstanten gesetzt ist, eine arith- 
metische Progression bilden. 

375. {x + a) (a? — a) {x — 3a) {x - 5a) - 16c 

L. ir = 2a + VöÖM^Ty^+c. 
375, ^ 4- J^ L ? == ^ 4_ ^ j ^ 



2a; 



L*=4+iyi4- 



Man vereinigt je zwei Brüche in der Weise, daJjs in den 
Nennern der neuen Brüche überall derselbe quadratische Aus- 
druck von X auftritt^ und setzt diesen gleich einer neuen 
Unbekannten y, Bier hat man das 1. und das 4. Glieds das 2. 
und das 5., das 3. und das 6. Glied zu vereinigen. Das giebt 
für x^— 9x = y die Gleichung 



S + y ' 20 + y ' 46 + 4y 

2 . . 

Hieraus findet man y = — 16^. Dann ist weiter zu lösen 

x^— 9x = — 16-^. — Noch besser setzt man einen ganzen 

Nenner eines durch Vereinigung entstandenen Bruches, z. B. 
hier x^—9x + 8 = y. Das würde geben 

^ I ^ I ^^ ^0 

y ^ y+12^ 4:y + U ^' 
also 

2 2 

y = — S-^f x^— 9a: + 8 = — 8^ u,s.w. 

Man kann die Gleichung jedoch auch reducieren auf eine 
Gleichung von der Form 298. Man setzt das arithmetische 
Mittel zwischen den Nennern oder die Summe der Nenner 
je zweier Brüche, die man nach obiger Andeutung hätte 
vereinigen sollen, gleich einer neuen Unbekannten z^ hier also 

(8~a;) + (l-a?) = ^, d.h. a;=i(9~;9). 
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Dm giebt^ nachdem man durch 2 gehoben^ 



Z + 1 ' Z^l ' — 6 2f — 7 ' £? + l ' + 6 
1.6 7 







•-l'^0*-36 0«-49* 



Hieraus ergiebt sich leicht z=yl4r^* Dann ist a? = 



4^— 2^;Sf U.S.W. 



_6 __4 9^ 

X x—a x — 2a x — Sa ' a; — 4a 



375,.^-:A-ir^-r-^ + :rA^==0 



L. a? « + öa, — a, a ^2 + y yT) 



Die Zähler deuten hier schon an, welche Brüche zu 
vereinigen sind. Dividiert man nach der Vereinigung des 
1. und des 5., des 2. und des 4. Bruches durch x — 2a und 
setzt a^— 4:ax = a^y, so erhält man 

10____8 9 ^ 

y y+^ y+4~~ 

Diese Gleichung liefert y = 5, — =-• 



*■ « + 20 ~ «-1-6 «—10 «—66^«— 40 «—26 

L.x = 20, 15, |(35 + 5 yIÖ5). 

Man hätte hier x^ — S5x = y zu setzen, erhält aber 
grofse Zahlen. Um diese zu vermeiden, setzt man zunächst 
X = bx^, hebt im Nenner durch 5, vereinigt dann je zwei 
entsprechende Brüche und setzt x^^—- lxi+ 1 ^y. Das 
giebt für y die Gleichung y^— 4y = 165, also y = 15, — 11. 

OPTC tx + ba x4-%a , x x — a x4-6a , 2« — 5a 

o70j. ' ■ TT- = — 

* X x — a Ä — 2a x — Sa x—4ta x — 6a 

L. a; = 2^a. 

Man ziehe aus jedem Bruche den ganzzahligen Teil 
heraus, setze also 

! = 2 H } — ' = ' = 1 H U.S.W. 

X x x — a x — a x — a 
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Die ganzzahligen Teile heben sich. Setzt man dann 
X = ay, so bleibt nur 

5^ 9.2 2 9.5 



+ .T^ = 



+ 



y-1 y-2 y-8 y-4 y-6 
Setzt man jetzt y*— 5y = b, so erhalt man e = — 6— • 

Q«K aj + A , iB + 2 ^j-4 g + S g — l. a; — 8 

L.a; = + 4,-l, | + ^yiÖ5. 

Nachdem man die ganzzahligen Teile der einzehien 
Brüche herausgezogen und die einander entsprechenden Brüche 
vereinigt hat, erhalt man für a^—^x^y die Werte 4 

und — 1 



5 
i-x 



9 — a; . 2 — aj 



375..^V^ + ^ + 



'6* 



a; + 4 



4--aj, 9 — aj, 12 — a; 



a; + 2 x-\-l x — h 



x-1 




2 ' 2 r 29 

Anstatt die ganzzahligen Teile der Brüche herauszuziehen, 
kann man auch zu jedem Bruche + 1 hinzufügen. Dann 
gehen die x aus den Zahlern fort, und man erhalt für 



.2 



300 



x' — 3a; — 4 = j/ die Werte — 6> + «q 

9X\ ft 90 



375,. I - A 

^ X X—1 



20 8 20 

a; — 2 "• a;— 3 * a;— 4 



31 



+ 



x — b a;—6 



= 



L. iT = + 7, 




Man vereinige die Brüche mit gleichen Zahlern, dividiere 
die Gleichung durch 2(a: — 3) und setze a^— 6fl? = y. Dann 

findet man y = 7, - 



375«. 



41 



' +^_+^+ ' 



' + ' 



L.a; = -l+i/l4, -1+y^. 

Maa vereinige die geeigneten Crlieder und setze einen 
Nenner, z. B. 3 — 2« — ic'"»- y. 

2 



376.. ^+-I- + 



9 ^ 2 



2^ +^ + ^ + 



®* 7 — a; ' 4 — a; ' 2 — a; ' 1 — a; 3 — a; ' 6 — a; ' 8 — a; ' 9 — a; 

L. a; = 5, 5, 5+yl3. 



-L_._ 



J 
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375 A ! ü_+_^+J2 ?! I_+_i_ = o 

L. a; = 3i, 8, - 1, 4 + iyiÖ. 

Man vereinige, wie oben, die Brüche mit gleichen Zählern, 
so erscheint der Faktor 2 a? — 7. Dieser, = gesetzt, giebt 
die erste Wurzel. Nach Ausscheidung des Faktors ist 
x^--lx=^y zu setzen. 

^„t^ 49 ^6 27 . 3 3 27 26 49 ^^ 

L. a?=7, 7, 7, 7 +1/19. 

Die Gleichung hat drei gleiche Wurzeln. Nach Ver- 
einigung der geeigneten Brüche erscheint der Faktor 2a? — 14. 

^n^ ^--^ | J- + ^^ i ^ + ^ 6 + 2a; _ l + 2a; 9 + a;a; — 12a; — 11 

L. wie in 3708. 

Man sucht, wie in 3754, ^^^ jedem Gliede den ganzzahligen 
Teil heraus, man kommt dann auf 3708. — Oder man schafft 
nach 375g das x aus den Zählern fort, indem man zu jedem 
Bruche eine geeignete positive oder negative Zahl hinzufügt. 

375 ^+1 . 2a? + 7 . 3a;-5 4a?+l ^ a;4-l 2a;— 16 3a;-ll 4a?+9 
^3*1 -a;"*" 7-a;'^4-a;''"2-aj"~8-a;"*" 9-a; ^ 6-a? "^3-a; 

L. wie in 3759. 

Übrigens lassen sich alle diese Gleichungen 375^ bis 
375^3 auch direkt angreifen. Man ordnet die vorhandenen 
Brüche in passende Gruppen, die man auf gleichen Nenner 
bringt, worauf diese Nenner durch Multiplikation fortgeschafft 
werden. Das Ergebnis ist eine Gleichung von der Form 365 u. f. 
In 375iQ und 375^ mufs man erst die leicht erkennbaren 
Faktoren 2a;— 7 und 2ir — 14 herausheben. Auch wird man 
in 3754, 3755, 375^2 nnd 375i8 erst aus jedem Bruche den 
ganzzahligen Teil herausziehen, damit die Bechuung nicht 
allzu weitläufig wird. 

376. (a-ic)^+(^-6)*=c 

L. a: =-^(a + 6 +l/2r ~ 3(a - 6)^) 

für r =T/2(a-6)*+2c. 
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a. Man kann hier genan nach der in 366 angegebenen 
Methode verfahren; denn die Gleichung gehört zu der dort 
angegebenen Klasse von Gleichungen vierten Grades. Hier 
würde, wie man ans der Lösung sieht, x^ + X2=^x^ + x^ 
^^a + b sein. Zur Auflösung würde man die Potenzen 
entwickehi und zunächst a^ — (a + h)x zu suchen haben. Die 
Rechnung ist jedoch auf diesem Wege weitläufiger als nötig. 

b. Ein viel einfacherer Weg ist schon der, zunächst das 
Produkt (a — x)(x — b), also den Ausdruck x^ — (a*+ V)x + ah 
zu bestimmen. Zu dem Zwecke merke man für diese und 
die später folgenden Aufgaben die leicht zu beweisenden und 
zum Teil (s. Nr. 73) schon angewendeten Formehi 

1. (u + vy=u^+ v^+d(u + v)uv 

2. {u + vy^u^+v^+ 4t(u + vyuv — 2u^v^ 

3. {u + vy=u^+v^+ b{u + vyuv — b(u + v)u^v\ 

Welche Gestalt diese Formeln annehmen, wenn man 
u — V statt u + V setzt, übersieht man leicht 

Setzt man in der zweiten der vorstehenden Formeln 



'ii 

M u=^a — X V ^x — b M + v = a — 4, 



so erhält man unter Berücksichtigung der gegebenen Gleichung 

ii (a - by^ c + 4 (a - by{a - x){x-b) - 2 (a - xy(x - &)l 

l jl Daraus läfst sich also (a — x) (x — b) bestimmen. Es wird 

(a ^x)(x-b)^(a- 6)« + |}/2(a-6)^+2c = (a-6)> + |r 

x^—{a + b)x*+ ab = — (a — by — -^ r u.s. w. 

m I GL Ohne besondere Hülfsmittel anzuwenden, gelangt man 

!t p sehr einfeM^h zu der Gleichung für das Produkt (a — x)(x — b) 

t ! =JP7 wenn man zur gegebenen Gleichung die identische 

Caeichung („_^) + (^_j)^„_6 

hinzunimmi Quadriert man diese, bringt das doppelte 
Produkt nach rechts, quadriert wieder, so erhält man unter 
Berücksichtigung der gegebenen Gleichung 

c + 2i>«=[(a-6)*-2i)P. 
Hieraus ist p leicht zu bestimmen. 



-liliL. 
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d. Die einfachete MeÜhode der Anflösnng ist hier, zwei 
neue unbekannte einznfaliren, namUch zu setzen 



(1) 






Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

(2) (n + zy+{n^zy=c. 

Hieraus 



(3) 



Är*+6nV + n*=|c 



='l/-3»»+|/8»* + |c. 



Nun geben die Gleichungen (1) 
(4) n = 

(5) 



2 

a + b 
2 



0. 



Setzt man für und n aus (3) und (4) die gefundenen Werte, 
so liefert (5) die oben angegebene Lösung für x. 

Käme in der Gleichung a — x und h — x vor, so hatte 
man statt (1) zu setzen 



(6) 



a — x=^0 + n 
h — x = — n 



wenn die Unbekannte sein soll. Hat nämlich x in beiden 
Ausdrücken links dieselben Zeichen, so muls auch in 
beiden Ausdrücken rechts dieselben Zeichen haben. Hat x 
in beiden Ausdrücken links, wie in (1), ungleiche Zeichen, . 
so muls auch in beiden Ausdrücken rechts ungleiche 
Zeichen haben. 

377. (p^xy+(2-xy=^n 

L.ir = 4, 3,^(7 + *}^. 
Man wird hier nach 376 d. am eiofachsten setzen 



5 — x = + n 2 — x = — n. 



IE H 



140 E. Gleichungen des 4. GmAea, 

Hat man dann e bestimmt, so folgt ans der Substitution 

8 7 

378. a:*+(a-a;y=c 
L.x=Ua-i-y2r-3a^) für r=y2a*+2c 

Man hat zu setzen a; = n + je?, a — a; = n — i? n. b.w. 
Oder man löst, wie in 365 angegeben. — Oder man lose 
nach 376 c. 

L. a? == 3, 1, 2 ± 6i. 

379. ÄJ+Vc-rr*=a 
L. wie in 378. 

Diese Gleichmig ist von der Gleichung 378 nur durch 
die Form verschieden und ebenso wie diese zu lösen. — 

Oder man löst nach 73 b., indem man x — yc — a^ = y setzt. 

379i. a?+fl7-a^=3 

L. a; = 2, 1, |(3 + il/55). 

380. (a - a;)*+ (a; - 6)*- (a - 6)* 

Lx a-|-& , a — b / — =r 
. « = a, 6, -^ + -g- y^^ 

Die AofloBong dieser Gleichimg geschieht am ein&chsten 
nach 376 b. oder c. 

381. (a-xy+ix-hy^^c 



Man löst am einfachsten nach 376 d. 
381i. (10 - xy+ (x - 9)5= 211 
L. a: = 12, 7,^(19 + 3^/3). 

382. a;H(a-a;)5=a5 

L. a: = 0, a, -^ail + i/S). 



4c 
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382i. ic«+(6-a;)'>=1056 
L. a; = 4, 2, 3 + »yiä. 

383. (a - a;)''(a; - 6)» + (a - «)»(« - 6)»= a*6*(o - 6) 
L. « = 0, o + 6,^(o + 6) + \ya'-6ab + b'. 

384. (o -«)(& + «)* + (o - a;)»(6 + «)» + (a - xf (b + x)* 
+ (a - xy(b + x) = {a + b)c 

L.x = ^(a - 6) + {V(« + 6)*-8c. 



Man verfahre nach 376 d., so erhalt man fttr a + 1) ^2n 
zunächst w* — jsr* = — c. 

385. (o - «) (6 + »y + (a - «)*(& + «) = a&(o' + 6») 

L. a: = 0, o - &, i(o - 6) + {V- 3o»+ 30a6 - 36». 

386,. («-^);+(^-;); ^ " (a _ 6)« 

^ (a — aj)* + (a; — 6)* 20^ ^ 

L3a — 6 36 — a a + fe , 3(a — 6)t /c- 
• «'= ^-' -2-' -f- + -4ö-^vö- 

Man verfahre nach 376 d. Das giebt zunächst 

« = ± 2«, ^Vö: 

* (o — a;)* + (a: — 6)* 97 ^ ^ 

L.a. = 3a-26,3&-2a,4^ + ^']/^. 
Man erhält nach 376 d. zunächst ^er = ± 5n, yVY' 



L,x^O,a + b,^{a + 6) + 2(0^ - ^Py jrfg? 

Nach 376 d. setze man 

(1) a — x = n + x — b=^n — 0. 

Danach mufs a — b = 2n sein; man kann daher auch setzen 

(2) a = m + n b ^m — n, 

woraus folgt 

/Q\ a + 6 a — b 

(3) m i- « = -^- 



«f 






I' 



i'A 



I . l' 



; -1 



' J i 



i. 



i ^ 






I 'I i 



t. 



1 



■ 

» • 

^ 

'i.ti 



r 
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Durch die Substitution Ton (1) und (2) geht die ge- 
gebene Gleichung'über in 

(n-t.g)*+(n-jer)* ^ (m + n)H(w-<»)* 

Dieser Gleichung wird offenbar genügt durch e^^^m^, 
es muls sich also der Faktor z^ — w? (s. 105) aussondern lassen. 
In der' That ergiebt sich leicht 

(«» - »»*) ((«»« +»»»)«» + n\m* + 5«»)) = 






+ 

Jetzt drückt man z^ m und n wieder durch a^^ a und & 
aus, setzt also 

a'\-h a — b a'4-b 



und erhält das oben angegebene Resultat. — Die Bemerkung, 

dafs z^ — w? ein Faktor der resultierenden Gleichung für z 

j! f sein mufs^ vereinfachte die Rechnung wesentlich. Der Faktor 

erscheint übrigens nach dem Eorrespondenzsatz (s. 19) sofort. 
Dieser Satz, mit Subtraktion angewendet, verwandelt die 
Gleichung (4) in 



g* — w* + 6n*(g* — m*) m* + 6m*n*4- ^* 

Es bleibt also nach Ausscheidung des Faktors z^— m^, 



j welcher z =^ ±m liefert, nur noch 



Ii; Auch mit Hülfe der korr. Add. kann man die weitläufige 

Multiplikation vermeiden. Man schreibt die Gleichung (4) so 

z^ + en^z*+n* _ z* + n* 

1^: 
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Hieraus folgt durch Subtraktion des Nenners vom Zähler 

«* — »»* + 6n'(£?* — tn*) «•—!»* 

also 

1) ^2- m«= 2) .T^^.L -n- 



Auch bei den folgenden sieben Aufgaben wird dieser 
Weg wohl der einfachste sein. 






Man findet nach 386 hier zunächst jer = + m, niV Z T ^8 * 

T f\ . I. « + ^ . (a — &)n /Sa* — «6 4-36* 

Nach 386 findet man hier zunächst 



•1 /6m*4-7n* 
j? = -{- m, w* 1/ 775 — ri — ST- 



387. (^• + (^z:^' = ^+l' 



388. 



T t\ . 1. a + 6 I a — 61/30' — 8a5 + 25* 

L. a? = 0, a + 6, -1- + -2- y -^ 

a — X ^. X — h a b 
(ä-6)* + (a - xy "^ 6* "" ö» 

T /\ . X a + 6 , a — 6t /a* — 3a64-6* 



389. 



390. 



(a + 6-2a?)« ""(0 + 6)** 
T All a* + 6» 2a6 

(a-xy+(x-by ^ a^-b ^ 
(a + 6-2a?)* (a + b)* 

T A I r « + ^ I (« — &)* 



2 ' a+6 21/5 
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i!:' 



1, 



391. !''-t+f-?;: =(a-6)» 

392 (g~ xy -{x- by ^ (a-&)c 

(fl — x) — {x — b) {a — x)ix — b) 

L. a; = ^ + iV(o_&)*_8c. 

Man yerfahre nach 376 d. Ebenso bei den beiden 
folgenden Aufgaben. 

^ {a — ai)*-\-(x — by ^ ^^ ' 

j a + 6 , a — 6-1 /2r — 5(a — &) 

^* ^ 2~ "^ ~X" K 2c + 5(a-6) 

für r =y5(a - 6)» + 2(a - 6)c + c*. 



393. 



(a-a?)* + (aJ-6)* (a-a;)(a;-&) 

L. a; = 



a + 6 o — 6-1 /a — 6 — 6c + 2r 
^"~2~K 3(a-6) + 2c 



2 



für r =>/(a-6)^-4(a-6)cJ + Sei 



394 aa?*+6a^+cja:*+6aj + a==0 

V Cv 

a. Die vorstehende Gleichung ist eine acht symmetrische 
oder acht reciproke (s. Nr. 153, 195i) Gleichung des 4. Grades. 
Die Behandlung solcher Gleichungen ist wesentlich von der 
der unächt symmetrischen Gleichungen desselben (vierten, 
also geraden) Grades verschieden. 

Dividiert man die ganze Gleichung durch o? und fafst 
die mit gleichen Eoefficienten behafteten Glieder zusammen, 
so kommt 

(1) a(a^ + l) + &(a; + i) + c = 0. 

Setzt man jetzt 



(2) 



X •\ — = M, also 

X ^ 
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(3) a^+2 + ^==u^ und 0^+^ = ^- 2, 

so nimmt die gegebene Gleichung die Form der fQr u 
quadratischen Gleichung 

(4) a(w«— 2) + 6w + c-0 

an^ deren Lösungen te^ und u^ heifsen mögen. Man hat dann^ 
um X zu finden^ noch die beiden quadratischen Gleichungen 

x'+l j x*+l 

— !— = Wt und — ^— = Wg 

X ^ X ^ 

zu lösen; erhält also im ganzen fiir x vier Werte^ wie es 
die oben angegebene, mit zwei gegenseitig unabhängigen 
Wurzelgrölsen behaftete Lösung bereits erkennen läfst. 
Aus (4) ergiebt sich 



Damit ist u gefunden und es folgt dann aus (2) 



(6) ^ = -2 

Setzt man hierin den in (5) für u gefimdenen Ausdruck, so 
erhalt man das oben angegebene Resultat. 

b. Die 4 Lösungen der Gleichung müssen sich (s. 195i) 
zu Paaren ordnen lassen, deren Glieder zu einander reciprok 
sind. Man kann den Lösungen auch leicht eine, diesen 
Sachverhalt augenscheinlich machende Form geben. 

Setzt man in der Gleichung (4) für u seinen in (2) 
angegebenen Wert, und multipliciert beiderseits den Nenner 
mit 2, so hat man 

^^ 2x Ax 

hieraus durch korr. Add. 



(8) £+i=±iAEH4«, 

^ ^ x—l -^ V r — & — 4a 

und hieraus wieder 



.gv _ yr-6-f 4a + yr-6-4a o yr-6 + 4a-yr-&-4a 
|/r-6 + 4a-yr-&-4a' yr-6 + 4a-f yr-6~4a 

Bar de 7, Algebraisolie Gleiobungen. 5. Aufl. 10 
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Mithin ist Xi-a^^^ 1, x^^ —f 0^=—. Giebt man r das 

entgegengesetzte Zeichen^ so entstehen aus x^ nnd x^ die 
beiden anderen Wnrzehi x^ nnd x^, zwischen denen also 
dieselbe gegenaeitige Beziehung stattfinden mufe. 

c. Diese Darstellungen der Wurzeln der Glei- 
chung durch a, b und r sind nicht die einzigen; es 
giebt deren unzählige toi| derselben Form. Die hier 
angegebenen sind der Art^ daÜs bei Fortschaffimg der Quadrat- 
wurzeln aus dem Nenner auch zugleich das r im Nenner 
verschwindet. So hat man aus (9) 

^~" 8a 

Diese Darstellungen wurden gefanden, indem man in der 
Gleichung die Substitution (2) machte und zunächst u als 
neue Unbekannte bestimmte^ dann aus dem Werte von u 
den Wert von x durch Auflösung der Gleichung (1) oder 
mit Hülfe der korr. Addition. 

d. Aus der Gleichung (2) folgt durch korr. Addition 



x-t ^V «-2' 



Es liegt daher nahe^ dafs man auch -^^ als neue unbekannte 

wird einfähren und diese zimächst suchen können (vgl. 153). 
Setzt man demnach 

(10) S = '' 

also 

(11) a.=;-±j, 

so geht die g^ebene Gleichoi^ über in 

«[(< + 1/ +(t- m + K<* - 1) [(< + 1)* +(t- 1)*] 

+ c(^-l)»=0 

2a(<*+ 6<» + 1) + 2&(^- 1) + c (<*- 2<»+ 1) - 

(2a + 26 + c) <*+ 2 (6a -c)fi+ (2a - 2& + c) = 
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wo r die oben angegebene Bedentnng hat. Als Quadrat- 
wurzel kann die Ghröfse r beide Zeichen haben; hier ist sie 
als negative Gröfse angenommen worden^ um die Identität 
mit den andern Formeln ersichtlich zu machen. — Statt (12) 
kann man aber ebenso gut setzen (283 d) 

Ebenso hat man statt der Formel (7) 

(") '^-'-^ 

auch 

Aus den Gleichungen (13) und (16) ergeben sich durch korr. 

x-\-1l 
Add. zwei Formeln für -3-7' d. h. für t Man hat aus (14) 



V — 6-|-4* 



(16) *=/L6-4a 

und aus (15) 



— C + & + »* 



Damit sind schon vier Darstellungen för t gefanden: 
(12), (13), (16) und (17), aus welchen wieder ebenso viele 

für X = r^-j folgen. — Hat man zwei solcher Darstellungen 

gefanden, so ergeben sich daraus alle möglichen übrigen. 
So kommt aus den Formeln (12) und (13) nach dem ES. 
durch Addition (s. 19) die Formel (17), nämlich 

,_-i|/ (2a — 26 + c) + (c— 6a — 2"^ _-i /2a — c + 6 + r 
V (c-6a + 2r)4-(2a + 2aj + c)"^r 2a-c-6-r' 

Aus denselben Formeln ergiebt sich nach dem ES. durch 
Subtraktion die Formel (16), nämlich 



, l /(2a-2& + c)-(c-6a-2r) _-i /r-6 + 4a 
V (c-6a+2r)-(2a + 26 + c)"~r r-6-4a* 

Umgekehrt folgen aus den Formeln (16) und (17) auf den- 
selben Wegen die Formeln (12) und (13). 

10* 



;i 



.iii 

M 
,1 



B 
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Allgemein wird man aus den Formeln (12) und (13) 
nach dem KS. (s. 19) folgende Formel erhalten 



(i7i) 

und aus (16) und (17) 



_-|/ w(2a — 26 + c) + n(c — 6a — 2r) 
^""K w(c-6a + 2r) + n(2a + 2& + c) 



(17,) 



, 1 /p(r — 6 — 4a) + g(2a — c + ft + r) 

r it)(r-6-4a) + a(2a-c-6-r) 



) + 2(2. 







Bestimmt man hieraus ic = r^ und setzt diesen Wert in 

die gegebene Gleichung; so müssen die willkürlichen Faktoren 
m, n, p und g wieder verschwinden. — Nach 283 d. mufs, 
wenn t^ aus einer quadratischen Gleichung entwickelt ist, 
auTser der Formel (12) noch eine Formel (13) vorhanden 
sein, welche von derselben Einfachheit ist. Aus (12) und (13) 
folgt aber nach dem KS. die allgemeine Formel (17^), welche 
den Beweis giebt, dafs die Zahl der Darstellungen von 
tj folglich auch derjenigen von a?, welche hinsichtlich des 
Vorkommens der Gröfsen a, 6 und r von einander nicht 
wesentlich verschieden sind, unendlich ist. — Sind die 
bekannten Gröfsen in Zahlen gegeben, so fallen die will- 
kürlichen Faktoren natürlich schon in den Ausdrücken für t 
heraus und man erhält, wie man auch die Rechnung ein- 
richtet, immer nur zwei Werte für t^. 

c. Von Interesse ist es noch, für t diejenige Darstellung 
herauszufinden, welche für einen Ausdruck von der Form 



(18) 



'*» 






kein r im Nenner liefert. — Es seien in (12) und (13) die 
Darstellungen für t allgemein diese 



(19) t =}/: 



A — r 



(20) t =1^^, 



WO Äj B und C kein r enthalten. Dann mufs man hieraus 
nach dem KS. bilden 



(21) 



t 



V Bv 



-r)v-\-Cv' 
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Man hat also den Radikanden in (19) mit v, den in (20) 
mit v^ zu erweitem nnd den KS. mit Addition anzuwenden 
(s. 19). Dann wird der Nenner des Ausdrucks in (18) 

v[{Bv + (Ä + ry] + V, [(A - r) V + Cv,] 

enthält also kein r. 

Hätten die r in (19) und (20) gleiche Zeichen, so 
miüste man zur Bildung yon (21) statt der Addition die 
Subtraktion anwenden. 

394^. Auf entsprechende Weise läJst sich jede acht symme- 
trische Gleichung yon dem (geraden) Grade 2n auf eine 
Gleichung yon dem halb so hohen Grade n reducieren. 

Ist beispielsweise die Gleichung 

x^+ aa:^+ ba^+ ca^+ bx^ + ax+ 1 =»0 

gegeben, so giebt die DiTision durch ic» bei Zusammenfassung 
der mit demselben Koefficienten behafteten Glieder 

Nun hat man aber, wie leicht zu sehen, wenn x -\ — = m 

gesetzt wird, . 

a^ + J. + 3(a; + i) = «», 

also 

^ + ^ = w*-3w, 

femer war (s. 394 a) 

Die ganze Gleichung nimmt also die Form an 

w»- 3m + a(w«- 2) + 6m + c = 
u^+au*+(b-S)u + (c- 2a) = 0. 

Diese in u kubische Gleichung habe die Wurzeln u^ u^ u^, 
so sind nunmehr noch die drei einander koordinierten Glei« 
chungen 

zu lösen, ftir die gegebene Gleichung finden sich also, ihrem 
Grade entsprechend, sechs Wurzelwerte. 






.■I 



•I' 



H. 
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Die öleichnng 
a^+ ax'+ bx^+ csi^+ da^+ ca^+ bx^+ ax+1^0 

fOlirt mittels Division durch x, EinfQhmng von x -\ — = u 
xmd Beacntimg der Relationen (vgL oben) 

x' + ^ = u*-2 a:» + i-=«»-3u, 
femer 

also 

a^ + JL = «*- 4(m»- 2) - 6 = M*- 4tt»+ 2 

ZU der Gleichung vierten Ghrades für u 

w*- 4m*+ 2 + a(M»- 3ii) + 6(w*- 2) + cw + d=- 0, d. L 
tt*+ aw»+ (6 — 4) ii«+ (c - 3a)M + d - 2& + 2 = 0. 

Ghmz entsprechend verfahrt man bei Gleichungen noch 
höheren Grades. 

395. aa^+har^+cx^-hx + a^O 

L. 0? = ^'^ , — ^—^ für r ==y6*— 8a'— 4ac. 

Diese Gleichung ist nicht völlig symmetrisch; laJbt sich 
aber ganz ähnlich losen wie eine symmetrische Gleichung 
(394 a.). Man hat zunächst; 394 (1) entsprechend. 



(1) 



«(**+i) + *(^-^) + <' = ö- 



Setzt man nun x » u, so findet sich 

Of» ' 



X 



also 



und demgemäft 






Hieraus ei^ebt sich 

(2) u = ^- 

Dann folgt ans der yorgenommenen Substitution 
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Setzt man hierin den in (2) fttr u geftmdenen Wert; so 
erhalt man Xy wie angegeben. 

39öi. Entsprechend lassen sich aUe Gleichungen von geradem 
Gh*ade lösen^ in denen die an symmetrischen Stellen stehenden 
Glieder bei gleichen Zahlenkoefficienten gleiche oder ent- 
gegengesetzte Zeichen aufweisen^ je nachdem der Unterschied 
der Exponenten bei den in ihnen aufb-etenden Potenzen yon 
X dnrch 4 teilbar ist oder nicht. Bei einer Gleichung des 
vierten Grades (s. 395) unterscheiden sich also nur die Glieder 
mit a^ xmd X durch ihre Zeichen. 

. Eine hierher gehörende Gleichung sechsten Grades würde 
die Form haben 

ofi+ aix^+ba^+ ca^—bx^+ax— 1 = 0, 

sie würde zwei Gliederpaare mit ungleichen Zeichen aufweisen; 
entsprechend würde eine Gleichung des achten Grades sich 
in der Form 

darstellen. 

Hier hätte man x ^u zu setzen und demgemäXs 

(vgl. 394i, 395) ^ 

c^+ 1- - M*+ 4(m«+ 2) - 6 = w*+ 4m«+ 2 u. s. w. 
396. ax^+'bci^+coi?-\'Coi?+lx + a'^0 



' 4a 



für r^yia + 6)«+ 4a(a -- c). 

Die Gleichung ist eine acht symmetrische Gleichung des 
5. Grades, aus der sich (s. Nr. 195^) der Faktor {x+1) 
herausziehen läXst, der die Wurzel x^^ — \ liefert. Nach 
seiner Abscheidung bleibt noch die acht symmetrische Gleichung 
des vierten Grades 

aa?*— (a — 1)0?+ (a — 6 + c)x^— {a — h)x + a = 

übrig, die nach Nr. 394 zu lösen ist. 
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Ans der nnächt Bynunetrischen Gleichung des 5. Ghndes 

aa? — ha^ + cas* — c«* + 6« — o = 

KXst sich (s. Nr. lOö^) der den Wurzelwert + 1 liefernde 
Faktor {x — 1) aussondern, durch dessen Ahscheidung die 
acht symmetrische Gleichung des 4 Grades 

erhalten wird. 

397. x*-2a;»+2iC*-2a;+l-0 
L. a; = 1, 1, i. 

398. 2ar*-3«»-a;»-3!B + 2 = 
L. a; = J, j» 2 

399. 90ar* - 399a;» + 622«» - 399a; + 90 = 

T 2 8 8 6 



\ 400. a;*- 2a;»- 2a;»+ 2a; +1 = 

I L. a;-±l, l+y2. 

i. 

Die Auf losung ist hier nach 395 zu bewerkstelligen. — 

Ein&cher noch zerlegt man 

(a;»-l)»-2a;(a;»-l), 
also 

l)a;»-l = 2)a;»-l = 2a;. 

401. 6a;*-36ar' + 62a;»-35a; + 6==0 
L.a; = 2,i, 3,i. 

402. 2a;* - 3ar» - 4a;« + 3a; + 2 = 
L.a; = ±l, 2, -i. 

403. 2a;* - 5a;» + 5a; - 2 = 
L.a: = ±l, 2,|. 

Diese Gleichung ist eine unächt symmetrische Gleichung 
des 4. Grades, die der für solche Gleichungen (s. Nr. lOöj) 
bestehenden Bedingung genügt, dafs das mittelste Glied fehlt. 
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Aub ihr IfUbt sich demgemälB (s. a. a. 0.) der Faktor x'— 1 
aussondern, der die beiden Wvirzeln + 1 und — 1 liefert 
Nach dessen Abscheidnng bleibt die acht symmetrische 
Gleichung des 2. Grades 

„, . 2«*+ 5a; + 2 = 

übng. 

Die nachfolgenden Gleichungen sind teils acht, teils 

uiulcht symmetrische Gleichoi^en des fOnften Grades, die 

nach 195^ zu behandeln sind. 

403,. 6««- 41«*+ GTar»- 97a:« + 41« - 6 = 
L. a; = 1, 3, 2, j> j- 

4038- 8»*-46a^+47a^+47a;*-46a;+8 = 
L. a; = -l, 4,2, |, |- 

403j. «*- lla;*+ 36»»- 36a;*+ IIa; - 1 = 
L. a;-l, 2+>/3, 3 + 2i^. 

4034. 12a;'> + 8a;* - 45»» - 45a;» + 8a; + 12 = 



L. a; = - 1, 2, |> 



_ 1 _ 1 
2' 3' 2 



4035. 20a;*- 81a;* + 62a;» + 62a;»- 81a; + 20 = 
L.X l,A, i, i(3+y5). 

403«. 12a;»- 56a;* + 107«»- 107a;» + 56« - 12 = 
L.«-l,|, |, i(3 + ii/7). 

Die nnn folgenden Gleichungen sind ebenfalls symme- 
trischen Charakters, erscheinen jedoch zunächst nicht in der 
einfachsten Form. 

404 ^' + ^ ==g. 

L. x-^ ^ 26 für r =- ya^ + 2V. 

Man forme links den Ausdruck so um, dafs nur x^+1 
und X Yorkommty schreibe also 

(a;»H-^)*~2a;» ^ a 



'.. < 



^ 
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Hierin ist nach 394 (2) 

(1) x^+1 

zu setzen. Das giebt 



u'-2 

2tt 



' ux 

a 
b 



Ist hieraus u bestimmt, so ergiebt sich x aus der Gleichung (1). 
rux T- = TTx erhalt man a? ■=« 3, — ; — ■ — - — 



405. 






406. 



& 30 ^'3' 10 

{x-i)*{x*-x + l) 

j _ 3aH-26+r + T/(3a + 2&+r)»~ 16(a~&)» 

für r = >/aH20a6 + 46«. 

(a: - l)*x 



a 
h 



(ajt-Ä-f-i)« 



4a 



a. In der yorstehenden Gleichung ist der Nenner links 
ein Quadrat. Diesem entspricht rechts die GröJjse h. Diese 
Grölse h findet sich als Faktor im Radikanden Yon r. Der 
andere Faktor dieses Radikanden ist 6 — 4a. Wendet man 
auf die gegebene Gleichung die korr. Add. in der Art an, 
dafs rechts im Zahler & — 4a zu stehen kommt statt a, so 
mufs auch der Zähler links ein Quadrat werden. Man hat 

6~4a _ (a?«-a;H-l)»~4(a;-l)»a; _ (a;» — 3a;H-l)» 
h "" {x^-x-\-iy "" (a;«-a?4-l)«* 

Jetzt kann man weiter lösen^ indem man radiciert, 

a;»-3a;H-l _-i/ £^^^^4ä _ y&*- 4a6 _ r 
x*-x + l "~K & "" h ~ 6* 

Hieraus durch korr. Add. 



^+1 1/ 
x-l V 



66 -3r 

b + r 



(1) 



aJ== 



l/66-3r+l/64-r 



■)/66-3r-y6 + r 

b. Um die Identiiät der oben gegebenen Lösung mit der 
Gleichung (1) nachzuweisen^ beachte man^ dafs aus 
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folgt. Die Einsetzung dieser Werte für 2 a in die oben 
gegebene Lösnngsformel liefert die Gleichung 



8&_r + V(36-r)*~4(6-r)* 



f 



(2) *= 2(6- r) 

die man andererseits aus Gleichung (1) durch Erweiterung 

der rechten Seite mit "|/56 — 3r + ]/6 + r sofort erhalt. 

c. Hat man allgemein die symmetrische Gleichung des 
vierten Grades 

oder, wenn man der Kürze wegen 

moc!^ + na? + pa? +nx + m = X 
^ "^ m!a^ + vlo^ + i^x^ + n!x + m ^^ Y 

setzt, die Gleichung 

(5) |=f 

SO erhalt man stets 



indem ft, v, (>, ft', v, q\ 5, i^; '^ ^^^ ^^^ ^^^ Koefficienten in X 
und T abhalten. Die Zahl der Darstellungen für t, folglich 
auch derjenigen für x ist unendlich (ygl. 394. d). Es giebt 
aber nur eine Darstellung von t, welche kein r im Nenner 
[394. (12)], eine, welche kein r im Zähler hat [394. (13)] 
und eine, für welche (>«=(>' wird [394. (16)], nach welcher' 
also auch für x nach Erweiterung des Bruches mit der 
Summe der Wurzeln im Nenner mit diesen Wurzeln das r 
verschwindet. 

Über den Zusammenhang zwischen r, a, &, X und F, 
wie über die Darstellungen von ty also auch die von Xy gelten 
folgende Sätze: 
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1. Ist X ein Quadrat, ao läfBt sich r* in zwei 
rationale Faktoren zerlegen, von denen einer a ist. 
— LäfBt sich, nmgekehrt, r" in zwei rationale 
Faktoren zerlegen, Ton denen einer a ist, so mafs X, 
abgesehen Ton einem etwaigen konstanten Faktor, 
ein Qnadrat sein.^) 

Die Oleichung (3) geht, wenn man 

setzt, über in 

^ ' m'M' + n'« + (P'-3) b' 

oder, wenn wir der Kürze halber 

p-2 = q, p'-2^gf 



setzen, in 
(8) 



mw'-l-nM-f-j 



Man hat also 

(am' — bm)u* + (an' — hn)u + a^ — hq^O 

W " -a(am'-6m) an' ~bn+r ^^ 

r =y{bn - an'y - 4{am' - bm) (a^ ~ bq), d.h. 

(10) r«= (n'»- 4mV)a»+ 2(2)rt'2 + Zma'- w»')oft 

+{«»-4m5r)6l 
Ist nun X, d. h. der Zähler in (3), ein Qnadrat, so mois 
auch der Zähler in (7) sowohl, ab in (8) ein Quadrat sein. 
Dann ist aber m' — Amq = 0, in (10) verschwindet das Glied 
mit &*, und r* tat die Form 

(11) a(aa + ßb), 
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 

*) Die Beweise fSr diesen Satz irnil die folgenden beruhen darauf: 
1} dal^ a nnd b den GröPaea X und T proportional Bind , wie ans (6) 
folgt; 2) dafs die Gleichung für die LÖBong identisch werden mnfa, 
also alle Irrationalitäten in derselben verschwinden müssen, wenn man 
statt o nnd & bez. X und Y setzt; 3) dala jeder quadratiBche Ausdruck 
zwei Faktoren haben mofs, die beide zugleich rational oder irrational 
sein müssen. 
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Hat umgekehrt r* die Form in (11), so mufs in (10) 
das Glied mit 6* verschwinden, es mufs n^ — 4mg = sein, 
und folglich der Zahler links in (8) ein Quadrat, also auch 
der Zähler in (7) und in (3), d. h. es mufs X ein Quadrat sein. 

Die Richtigkeit des Satzes, zuiulchst des zweiten Teils, 
lafst sich auch ohne eingehenderen Beweis durch die nach- 
folgende allgemeine Betrachtung begründen. Da nach (5) 
a und h den Gröfsen X und Y proportional sein müssen, 
so kann man in (9) überall X und Y bez. statt a und h 
setzen. Dann tritt an die Stelle der Formel (11) die neue 
Formel .^o. ~^ , ~^ ^ .«. 

und die Gleichung (9) nimmt die Form an: 

Yn^Xri\B 2(Tq-Xq') ^ 
^ "" 2{Xm' - Tm) ^ Xn'-Yn+B ^^^ 

JR8= (w'w' - 4m' g') X^ + 2 (2m' q + 2mg[ - nw') 

Xr+(w2-4mg)P. 

Diese Gleichung mufs identisch erfüllt sein, was nur möglich 
ist, wenn in den beiden Werten für u keinerlei Irrationaliiäten 
auftreten. Es mufs also der Wert für B rational, der für 
B? ein yollstandiges Quadrat sein. Da man voraussetzen 
darf, dafs X und Y keinen gemeinsamen Faktor haben, ist 
diese Bedingung nur dadurch erfüllbar, dafs jeder der beiden 
Faktoren der Werte für 1?, d. h. X und aX + /JF fär sich 
ein yollstandiges Quadrat ist. — Der Beweis für den ersten 
Teil des Satzes folgt dann indirekt. 

Beispiele für diesen Satz liefern die Aufgaben 407, 408, 
409, 416 u. a. Desgleichen in Bezug auf h und Y die Auf- 
gaben 406, 410, 411 u. a. 

2. Ist X ein Quadrat oder hat r^ einen Faktor a, 
so läfst sich X durch r und a allein darstellen, ohne 
dafs sich die Form der Lösung wesentlich ändert. 

Aus (9) folgt, indem man den ersten Quotienten mit fiy 
den zweiten mit — 2m erweitert, um das 6 aus dem Nenner 
fortzuschaffen, nach dem KS. durch Addition 



(12) u = 



2(w'w — ww')a — 2wr 



' 
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Ist nnn X ein Quadrat^ so ist auch der Zahler in (8) 

ein Quadrat, und es muls n'— 4m2 — sein. Dieselbe 

Bedingung muls nach (10) erfüllt sein, wenn r* einen Faktor a 

hat. In beiden lallen geht (12) über in 

(4mg'— nii')a + nr 

2(m'n — mn') a — 2mr 

d. h. u und folglich auch x lä&t sich durch a und r allein, 
ohne b, darstellen. 

Man kann zu diesem Resultate auch durch ganz ein&che 
Schlüsse kommen. Aus (5) folgt, wenn (11) gilt, durch 
korr. Addition 



X 


} 


a 


= 


a« 


— 


a* 


aX + ßT 


aa + ßh 


a(aa + ßb) 

a 
r ' 


r* 




/ ^ 








aXA-ä 


Y 





Da nun (siehe c, 2) X und aX + ßT Quadrate sein müssen^ 
so kann man hier links die Wurzel ziehen und erMlt eine 
einfache quadratische Gleichung ftir x, aus welcher x durch a 
und r bestimmt wird, ohne b. 

Beispiele für diesen Satz liefern ebenfalls die oben 
angefahrten Aufgaben. 

3. Ist X ein Quadrat, so mufs es ein paar ein- 
fache aus den Koefficienten der Ausdrücke X und T 
herzuleitende rationale Zahlen a und ß geben, die 
auch aX+ßT zu einem Quadrat machen. Dann ist 
cca + ßb der andere Paktor von r*, also r* = a(cca+ ßb), 
Ist, umgekehrt, aa + ßb der andere Faktor von r*, so 
mufs auch aX + ßY ein Quadrat sein. 

Der Radikand von r hat nach (10) die Form 

ta^ + fiab + d'V. 

Ist daher ein Faktor von r* gleich a, so mufs der andere 
Faktor die Form aa + ßb haben. Dana mufis aber nach 
dem Beweise des ersten Satzes aX + ßT ein Quadrat sein. 
In Nr. 407 ist X ein Quadrat. Es mufs daher a ein 
Faktor von r^ sein. Der andere Faktor von r^ ist a — 6. 
Daher mufe auch X — F ein Quadrat sein. Nun ist 

(x^+x + iy-^(x+ i)H^'+ 1) = ^'- 
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Ebenso ist a + 86 in 408 der zweite Faktor von r*. 
Es mnfs daher X + 8 F ein Quadrat sein. Man hat 

(a^+ iy+ Sx(x + 1)«= (x^+ 4x + 1)« u. 8. w. 

4 Zerfallt r^ in zwei Faktoren; so dafs etwa 

(13) r»=- (aa + ßb) (ya + Sh) 

ist, so mufs aX + ßY sowohl, als yX + dT ein 
Quadrat sein, und x mufs sich ohne wesentliche 
Veränderung in der Form durch r und einen dieser 
Faktoren allein darstellen lassen. 

Der Beweis des ersten Teils dieses Satzes folgt aus dem 
Beweise des ersten Satzes. Es sind a und b den Ghröfsen 
X und Xj proportional. — Der Beweis des zweiten Teils 
folgt eigentlich schon aus dem ersten Satze, lälst sich aber 
auch leicht direkt durch Biechnung allgemein darthun. Ein- 
facher kommt man jedoch auf folgende Weise zum Ziel: 
Aus (5) folgt durch korr. Addition 

aX+ßT aa + ßb 

yX + SY'^ ya + 9b 

Setzen wir der Abkürzung halber 

aa + ßb — c, ya + db = d, 

so mulB 

(14) r2= {aa + ßb) {ya + Sb) = cd 

.... aX+ßY c _T^ _c* 

^^ yX-\-BY'~ d^ d^'^r^ 

sein. Nach dem ersten Teil dieses Satzes sind im ersten 
Quotienten der Zahler und Nenner Quadrate. Zieht man 
daher die Wurzel, so erhält man 



^^^^ VyX+SY -^d^r 

Links steht dann nur noch ein quadratischer Ausdruck Yon x, 
man kann daher x entweder durch r und dy oder durch r 
und c allein bestimmen. Die Gröfsen aX + ßT und yX + öY 
können auch einen gemeinschaftlichen ZahlenfEiktor haben; 
denn dieser würde sich in (15) und (16) fortheben. 
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Hat man z. B« die Gleichung 

80 findet man 

x*+l _ 8a--26H-4r 

a? 86 — 2a 



för r=y(a + 6)(3a--2&). 
Es ist 

3Z - 2r« 5a?*- 20a;»+ SOa?« - 20a? + 5 = 5 (a?* - 2a? + 1)* 

u. s. w. 

5. Da der Wert für r* ein homogener Ausdruck 
des zweiten Grades von a und b sein mufs, so mnfs 
er; wenn er einen rationalen Faktor cca + ßh hskt, 
auch noch einen zweiten solchen Faktor ya + dh 
haben. Giebt es daher zwei Faktoren cc und ß, 
welche aX + ßT zu einem Quadrat machen, so mufs 
es auch noch zwei andere Faktoren y ^^^ ^ geben, 
für die auch yX+ dY zu einem Quadrat wird. 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus dem vierten Satze. 

Die Sätze, welche hier für X und a aufgestellt sind, 
gelten selbstverständlich auch für T und b. 

Die Darstellung von x durch r und den einen Faktor 
von r* kann nur dann besonders einfach werden, wenn a 
oder b einer dieser Faktoren ist, oder, was dasselbe sagen 
will, wenn X oder Y ein Quadrat ist. Im obigen Falle ist 
T ein Quadrat und die Darstellung von x durch r und b 
ist in (1) gegeben. 

d. Die Darstellung von a? durch r und 6 in (1) und in 
(2) ist oben indirekt auf einem etwas künstlichen Wege 
gefanden. Da nach den in c. mitgeteilten Sätzen sofort zu 
erkennen ist, ob eine solche Darstellung möglich, so fragt 

es sich, wie man dieselbe direkt findet: Man mufs nicht — ^^ 

oder g^ ; oder ^3^ « ^ als neue Unbekannte zunäcIiBt 
suchen, sondern man hat, wenn z. B. 
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(17) T={ax^+ßx + ay 

ist; allgemein zu setzen und zunächst zu bestimmen 

yx^A-dx + y 

l ■ — i- =3B 1^ 

ax*-\-§x-\-a ' 

WO der Nenner die Grofse ist; deren Quadrat Y ist. Die 
Zahlen y und 6 sind ganz willkürlich. Man setzt daher am 
einfachsten y = 0, d =» 1, d. h. 

In der vorgelegten Gleichung 406 wird man daher setzen 
müssen 

(19) snil+T = «• 

Indem man die Gleichung in der Form schreibt: 

iX*—X'\-l)'-'X X flt 

a?* — oj + l x* — X'\-l b 
erhalt man wegen (19) als Gleichung für u sofort 



a 
Das liefert 



(20) w = ^ för r^yi^-Ub. 

Aus (19) und (20) folgt nun weiter 

X b — r 

o;* — 05 + 1 "~ 26 

2a? _ 26 — 2r 
5*+l 3& — r 

(21) S=]/ 



56 -3r 



ft + r 



^ y66-3r +y6+^ _ 36-r + y(66-3r)(6 + r) 
"~V6&-3r-l/&l^"~ 2(&-r) 

womit die Darlegungen (1) und (2) direkt gefanden sind, 
e. Setzt man nach 394 (11) 

t+i 
in der Yorgelegten Gleichung 406^ so geht dieselbe über in 

Bardey, Algebraisohe Oleichimgen. 5. Aufl. H 
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af*+ 2(3a - 26)^«+ 9a + 46 = 0. 
Daraus folgt 



für r=>/62-4a6 

(s. 283. d nnd 394. c und d). Sucht man aus diesen beiden 
Formeln für t eine solche ^ nach welcher r bei der Substitution 
in (22) im Nenner yerschwindet^ so erhalt man ebenfalls 

diejenige Formel för t, d. h. — ^, welche nur r und 6 

enthält. Man hat nach 394. e aus den Formeln (23) wegen 
^^+3 im Nenner von (22) nach dem KS. zu bilden 



(9±\ / _l/ 3(-3a + 26-2r) + (9a+I&) _i/66-3r 

(^^4; t - y 3^^(_3^^26 + 2^ "" y "6Tr "' 

d. h. man hat auf die Formeln fQr t in (23) den ES. in der 
Art anzuwenden^ dafs das a herausfällt. Das ist immer 
möglich; sobald in der gegebenen Gleichung dem h rechts 
ein Quadrat links entspricht. 

In (24) ist damit wieder die Gleichung (21) gefunden, 
aus der x in der gewünschten Weise folgt. 

Damit sind vier Wege angegeben; auf welchen man zu 
derjenigen Darstellung Yon x gelangt; welche nur r und h 
enthält. 

*^*- (a;+l)«(a;Hl)~ & 

L. x = ^ ^ - / - für r=ya^ — ah. 

Will man diese Darstellung von x direkt erhalten; so 
hat man zu setzen nach 406. d 

(X) -i-\ TT = «* 

und u zunächst zu bestimmen. Nun läfst sich; wie leicht 
zu sehen; der Nenner in die Form 
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(x^+ X + 1 + X)(x^ + X + 1 - x) 

bringen, worauf die Kürzung der linken Seite durch den 

Zähler sofort ergiebt: 

1 a 

(l + w)(l-tt>"*" h 



u 



-Vl-T-J 



d, h. — j-j r-:r = — 



x-\-l 1 / a 

x — 1 V a - 



+ r 

U. 8. W. 



3r 



408 (^'+1)' _ « 

L. :, = 1^±]^ furr=ya«+8a6. 
■|/a+r-}/3a-r 

Hier ist links Zähler und Nenner durch (x^ + 1)* zu 

X 

dividieren und , , ^ = m zu setzen. Das triebt sofort 

w(l+2w)=|. 

409 (^ + 1)* _ « 
h. x = z-^^ für r 



=Vrr«^. 



Hier ist es am einfachsten, — ^ = ^ als neue unbekannte 



zunächst zu suchen. Man findet t = — 

r 

410 ^(^+^)' _ « 

L. o; = V^^ - Vg far r =y i6a6 + b\ 

A-t-t x^-\-X'{-l x^ — x-\-l a 



li. a? = = — • 

Über die Lösung siehe 261 und 276. 

11 
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412. 



yia-U+Vb 



L. a? = 



2]/a-6 



^^^- (a:«-l)« b 



yr-b 
Diese Form der Lösung findet man direkt, wenn man 

— 5-!— «tt 

setzt und u zunächst bestimmt. Man erhalt 



u=Y^+' 



also 



414. 



yr^b-yü 

jx+l)* ^a 
(a;«+l) («-!)• b 



T y^ä+yr-a yr+a + ^yb ^ ^/ i , o x 

*^*i* äCoj' + I)'" 42 



T 8 2 ei + öVui 

Li. a; =5= -r-? -:r? 



2 3 14 

Man kürze durch x + 1, so erhalt man nach 394. a für 
u sofort die Gleichung 

(u + 2)» _625 
t*-l ~ 42 ' 

13 61 

Diese liefert w « y; y — Bei Zahlengleichungen ist u 
meistens einfacher zu finden als t. 

... {x + l){x* + l) _Z6S 
*^^* (a;-l)(a;*-l)"" 68 

T 6 3 2 + il/867 34 4 

^- ^ = F r 19 ' ** " 16^ 19' 
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^^^r /'/rJ-1^/''r*-L1^ 



«. 



15 

L. a: = 2 i, 3 + 2^2; w = J^ 6. 



10 7 

3 ' 6 ' 8 3 



2 • »^ ' 2 

... (a?' + l)(a?'+l) _36 
*J-*4- (a.«-i)(a;»-l)"~26 

L x^3 1,1:1+1^. 
415. (a^-b^)x'^4:b\x'+l)(x^-'X + l) 

b-ha 



W = 



2b 

Auch hier^ wie bei den folgenden ähnlichen Aufgaben, 
wird man meistens leichter t« als ^ finden. Ans u ist dann 
X nach 153 zu bestimmen. 

*^"* x{x^+i) ^b 

L. a: = ^, '^^ für r ^ya^— 4a6. 

y3a--r-V3r-a 



417. 



a?(a?+l)« ^ (a-&)& 
(a;* + l)(«-l)" 2a(5-2a) 



y _ yb+y2a-b Va-b+Ya ^ 2a 2(5 -2a) 

y^-.y2a-6 ya^b-Ya ^-0 



418. 



{x^-x+iy 4a* 



418i. 



x* — x*-\-x* — x-\-l 5a* — 5* 

^ y5a-3&+ya + & y5a + 3&+yä"^ ^ 

'^Yba-U-Ya + b Ybä+^-Yä^^ 

3a — & 3a + & 
a — & a + o 

(a;* + l)» 2(a-6)* 



(j;* + a; + l)(a; + l)* a& 

j yä+y2&-3a y&+y2a-3& 



u 



&— a a— 6 



419. 



y^_l/26-3a y6-y2a-36' 2a-& 26-a 

a?* + ^* + 1 » 



Ä* — a;" + a;* — a: + 1 2» 
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Um diese Fonn des Resultats zu erhalten, mnls man 
nach 18. 16 ans 

Ä^-M _ r + q -i /r + g 

X 2(a — 5) V r — a 

durch Anwendung der korr. Add. zunächst hinschreiben 



423. 



X 
X 



!+il/Z±«I. 

•-1 Y 6a-8r 






(a:-l)(a:»-l) 5 



y6a--35+r -y66-3a + r 



^ a + & + r4-y(a + & + r)«-16(a-&)« 

4(a-5) 



för r =y9a«-14a6 + 96l 



422. f^)!^,^l 

(X — 1) (05* — 1) b 



X* -\- x^ -{■ X* -{■ X -{■ 1 a 

a?* — 05* + Ä* — rc + 1 b 

L. wie in 422. 






L. 0= =1+^1^ für r =1/2(1+1) • 



425 (^l)° - « 
*^°- x»+l 6 

L. 0. = i+1^ far r =1/^. 
426. ao;^ + hx^ + C3i^== a + bx + C3i^ 

T , i r - & +y(r - 6)« - 16a* o,. /r-i 3 T^iT 

L. ic = ± 1, ^i-^-^^- — ^ für r = y 4 a* — 4ac + 6*. 
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Die Gleichui^ ist eine unächt symmetrische öleichxmg 
des 6. örades^ der das mittelste Glied fehlt; sie hat also 
(siehe Nr. 195i c.) einen Faktor oc^—h Dieser, gleich ge- 
setzt, giebt die beiden Wurzeln + 1. Zieht man den Faktor 
heraus, so bleibt nur noch eine acht symmetrische Gleichung 
des 4 Grades 

a{a^+ 1) + b(x'+ l)x + (a + c)a^=^ 0. 
427. i = --l= = i 

^ yx*+a* « 

L. a;=|a(l+y2+y2y2-l)- 

Man schaffe die Wurzel fort und suche zunächst — — — = u, 

ax 

ax — h 



428. a^ = 



hx— a 



^^ }/2(r-a) 

Wendet man korr. Add. an, so erhält man eine Gleichung, 

die sich von 421 nur dadurch unterscheidet, dafs rechts ^^^ 
a a — o 

statt -j- steht. — Durch Multiplikation der ganzen Gleichung 

mit hx — a erhält man eine acht symmetrische Gleichung 
des 4. Grades, die nach 394 weiter zu behandeln ist, man 
kommt dadurch auf die erste Form der Lösung. Eliminiert 
man b mittels der Gleichung r^=ia^-{- 8 6*, so folgt aus der 

ersten Form die zweite, wenn man durch l/o^ r hebt 
(vgl. 261, 276, 419). 

Ä^n 3 ^IX — 16 

4i^C7i . X — — T^ TT 

^ 1003 — 41 

438,. 0^=-^^^ 



L. a; 1, T^^ + VEH für r = l/(a - &)« + 46«. 
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Man wende korr. Add. an und suche zunächst Uy wie 
bei 404 u. f. — Nach Multiplikation mit (bx — a) erweist 
sich die Gleichung als eine acht synunetrische Gleichung des 
5. GrradeS; die den Faktor x + 1 besitzt (s. 195^ b). Nach 
Abscheidung dieses Faktors bleibt die acht symmetrische, 
nach 394 weiter zu behandelnde Gleichung des 4. Grades 

4283. ^4 =.11^ 
'» 6a; — 11 

L.a; = -1, 2, |, |(H-»y35). 

Man Yerfahre wie in 428g. 
428 ^5 _ 18««' - 78 

*^°*- '^ ~ 133 - 78a; 

L.a; = ±l, |, |, ^(_3 + 4i>^. 

Durch korr. Add. kommt man auf die Form der Auf- 
gabe 422, deren Lösungen man sofort anwenden kann, indem 
man a = 211, 5 = 35 setzt. — Multipliciert man die Gleichung 
mit 133 — 78a;, so erhält man eine uimcht symmetrische 
Gleichung des sechsten Grades, die (195i c) den Faktor 
(x^ — 1) aufweist, nach dessen Abscheidung die acht symme- 
trische Gleichung des 4. Grades 

78a;* - 133a;» + 78a;« - 133aJ + 78 = 
übrig bleibt. 



429, -i+-^==i 

X |/i-a;> « 



L. X =-^[a + r +y2 - (a + r^)] für r^Ya^+l. 

Die Gleichung ist nicht symmetrisch, obwohl die Lösung 
eine ähnliche Form annimmt, wie bei den symmetrischen 
Gleichungen. — Durch Multiplikation mit dem Produkt der 

Nenner und demmlchstige Quadratur erhält man für a?"/! — x^ 
= u eine quadratische Gleichung. Ist u gefunden, so hat man 

vermöge der gegebenen Gleichung auch x + )/l — x'^ u. s. w. — 
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Oder man setzt x=^—9 wodurch man die Gleichung anf die 
Form 431 bringt. (S. dort.) 

430. i + _L^«-^ 

431. x + -^^=^a 

L. X =1 (a +7/a^+4 + 4r) für r=>/a*+l. 

Man isoliere das irrationale Glied und beseitige die 
Wurzel durch Quadratur^ dadurch erhalt man eine Gleichung des 
vierten Grades von der in 395^ gekennzeichneten Form, die 
zugleich auch der in 365 angegebenen Bedingung genügt. 
Die Lösung dieser Gleichung kann nach 365 öder nach 395^ 
erfo^en. 

432. 2(a " a;)*" 9(a - xf{x - 6) + 14(a - xy{x - hy 

- 9(a -x){x- iy+ 2{x - 6)*= 

L. X =-2~' ~2"' ~3~"' ~8 — 

Die Gleichung ist symmetrisch für -^r- Setzt man 
demgemäfe (vgl 394 (2)) 

(a^x){x-h) ^ (a-x^ix-b)* "~ ^ ' 

so gelangt man zu der Gleichung 

2m^-9w+10-=0. 

Diese liefert Wi = 2 und ^2 = 0^; dann hat man die einander 
koordinierten Gleichungen 

•(lED-%e^)+i-o C-5D"- ». c-^ + ' - 

nach -^ aufzulösen, worauf man zu x selbst gelangt. — 

Man hätte auch einfach 

a — x t-\-l 

x-h"" t-l 
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setzen und zunachBt t suchen können. — Auch nach den 
bei 376 erörterten Methoden kommt man hier sehr gut 
zum Ziele. 

433. 4(a~^)*-17(a-rr)*(rr"6)«+4(a:-6)*=0 
L. n; = 2a — 6, 26 — a, — r^^ — ^ — 

434. 6(a - xy- 25(a - x)\x - 6) + 38(a - x)\x - 6)* 

- 25(a - :r)(a; - 6)»+ 6(n; - 6)*« 

L. x=—^y -~-y = 7 — X — • 

2 2 o 5 

435. aix?+hx^+co(^+hx^+a = 



^ ' -r^W^ *V'-^^i^ 



fürr = V8a*-4ac + 6^ 

rc'4- 1 
Wie in den Aufgaben 394 u. f. zunächst — -'-— gesucht 

wurde, so sucht man hier zunächst — ^ = w. Man erhalt, 

indem man die gegebene Gleichung in der Form 

a\{c(^+ 1)2- 2c(f] + 6a;«(ic*+ 1) + ct^^O 

schreibt und durch a^ dividiert, für u die Gleichung 

Folglich 

1*=^% vgl. 394 (5). 

Man hat dabei weiter aus 

2ä' "~" 4a 
durch korr. Add. 



«•—1 V —4a — 6 + ** 

o_ y4a-& + r + V-4a-5 + r ^ (V4a-&+r + V-4a-& + f)' ^ 
"~y4a-6+r-l/-4a-& + r"~ 8« 

Eine nmunehr Torgenommene Eadicierung liefert das oben 
angegebene Resultat. 

Die vorgelegte Gleichung ist vom achten Grade; sie hat 
demgemäfs acht Wurzeln. Nimmt man r positiv, so erhält 
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man vier Werte för x, indem man den Quadratwurzeln alle 
möglichen Zeichen giebt. Nimmt man r negativ^ so finden 
sich die übrigen vier Werte. 

Führt man , \. = ^ als neue unbekannte ein und 

bestimmt zumLchst t, so muTs man mit Hülfe des ES. dem 
Ausdrucke für t eine solche Form geben^ dafs r im Zähler 
und Nenner des Radikanden gleiche Zeichen und Eoefficienten 
hat, wenn schHefsUch in der Lösung r im Nenner verschwinden 

soU. Sucht man — ~ = u zunächst, so ergiebt sich diese 

Form für ^, ^ direkt. — Man hätte auch ic* = v setzen 

können. Dadurch werden diese und die folgenden Aufgaben 
reduciert auf die Aufgaben 394 u. f. 



436. 



rc* a 



(a;* + l)(a;«+l)' ^ 



L. :r=-|(yrT3+y9'^) für r = '|/l+^. 



437. 



Ä* a 



Ä« + aj* + 1 h 



438. 



h. x=^\{Yi+2 +yV-2) für r==]/l+|- 
x^-x^ + 1 "~ h 



L.ä;=^^ , — furr=y9a^-14a6+96. 

2 1/2(0 -6) '^ 

L. x=^- , ^— für r =ya*+ 34a6 + 6^ 

2y2(a-&) 
2y2(^a-5) 
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' x*(x*+l) ~m-l 



443. 



(«* + !)* 2(w-l)« 



T _ ym+|/2~8w l+|/2w-3 

|/2(2w--l) 1/2(2 -"^ 

L. ic =--^(}/a + r + 2 +ya + r - 2), r =>/a« + 2. 



443,. :i;6= 



2 
257a;>-68 



i' '^ " 68«« -267 



L,x^±2,±^> y^ ± i]/g (8 Wurzeln). 

44Q a_ 6906a?« -667 



L.a: = ±3,±l, l/lgül/g, ± i (10 Wurzeln). 

Man wende korr. Add. an. Nach Heraushebung des 

Faktors a^ + 1, welcher a: = ± i gi^ht^ sucht man — ^ == w 
und findet u = 9-^} ~ 

4434.3?^«=- ^4 



L. 0. = ± 1, ± i /- +^- A r =y^^+45l 

yöa — 3r 

Durch Multiplikation mit a — &a^ erhält man eine unacht 
symmetrische Gleichung des zwölften Ghrades^ aus der sich, 
weil die mittleren Glieder sämtlich fehlen, sogleich der Faktor 
a^ — 1 abscheiden Mst, dessen Nullsetzung die 4 ersten 

Wurzehi liefert. Es bleibt die för u = — -^ quadratische 
Gleichung hu^— au = b. In dem für u gewonnenen Ausdruck 
ist 26 =yr^ — a* zu setzen und durch j/r + a zu heben. 
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444. -yiT^-xVl + -! = c 

L. a: = |(>/c* + 2a + 2ar +y€^-2a + 2ar) 

Man schaffe die Wurzeln fort, ordne nach o; und be- 
stimme zunächst — -^= — . Man findet 

— 4— ==c*+ 2ar 






445. (V;^+>g)^^-^ 

ya — 05 —Yx — b 
L.x^ ^ + -^y(4(a~6) + c-r)(r-"c) 

för r =/8(a - 6)c + c^ 

a. Für die Auflosung dieser und fast aller folgenden 
Aufgaben bis 492 lassen sich neben yerschiedenen speciellen 
Lösungsmethoden zwei überall zum Ziele führende Wege 
angeben. Erstens kann man dadurch, dafs man sämtliche 
Wurzeln nach dem gewöhnlichen Verfahren beseitigt, die 
gegebene Gleichung auf die Form 365 u. f. oder die Form 
376 u. f. bringen und dann nach den dort angegebenen 
Methoden weiter behandeln. Dieser niemals versi^ende Weg 
ist jedoch meist sehr umständlich. 

b. Bei Einschlagung des zweiten Weges reduciert man 
die Gleichung auf eine andere, die die Form 394 hat. Man 
hat zu dem Zwecke den Quotienten der vorkommenden 
Wurzelgrolsen gleich einer neuen unbekannten z zu setzen. 
Dann mufs sich für z eine symmetrische Gleichung des 
vierten Ghrades ergeben, deren Auflösungsmethoden oben 
angegeben sind. Für die vorgelegte Gleichung hat man zu 
setzen 
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also 

Ya — X = sfYx ~ b . 

Um hierdurch aus der gegebenen Gleichung x gleich 
ganz fortzuschaffen^ beachte man das 319 e. Gesagte. Man 
quadriert die Gleichung und dividiert sie durch die identische 
Gleichung 

(2) y(a - xy+y(x -ly^a-i, 

so geht sie durch die Substitution sofort über in 

aus welcher Gleichung z leicht nach den in 394 u. f. und 
406 u. f. gegebenen Methoden zu bestimmen ist. Hat man 
8, so folgt aus (1) 



X = 



l + z* 



Auch dieser Weg ist für Buchstabengleichungen sehr 
umständlich^ weniger bei Zahlengleichungen, läfst aber bei 
keiner der nachfolgenden Aufgaben im Stiche. 

Specielle, nicht so allgemeine Methoden führen meistens 
weit schneller zum Ziele. Eine der folgenden vier Methoden 
wird bei den bis 492 gegebenen Aufgaben auch immer 
anwendbar sein und sehr schnell die einfachste Form des 
Resultats liefern. i 

c. Man sucht zunächst, wie in 376 b. das Produkt 
(a — x)(x — b), so hier das Produkt }/(a — x){X'-b), setzt 
dies also gleich einer neuen Unbekannten p, indem man 

schreibt 

(4) }/(a — x)(X'- b) =p. 

Führt man links oben in der Gleichung die Quadratur aus 
und quadriert dann noch einmal, so hat man 

(a~& + 2i>) * 
a — h — 2p 
Daraus 



= c 



P 



^ ,2(a-&)-c + r ^„^ r=y8(a--b)c + c\ 
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Durch Einsetzung dieses Wertes für p in (4) erhält man 

leicht die oben angegebene Form der Lösung. 

d. um die Gleichung (3) aufzulösen; hätte man ' nach 

394 (11) zu setzen 

t + i 

d. h. wegen (1) 

um eine solche Substitution einzuführen und alle in der 
Gleichung vorkommenden Gh^öfsen leicht durch t auszudrücken, 
setze man 

Ya- X = X(t + 1)" 

_Yx- h = X{t - 1)_ ' 

Um das l schliefslich wieder heraußzuschaffen und eine nur 
die Gh*össe t enthaltende Gleichung zu erhalten, mufs man X 
durch t ausdrücken oder die Gleichung zwischen l und t 
suchen, also aus (6) x eliminieren. Durch Addition dieser 
Gleichungen nach vorausgegaugener Quadratur erhält man 

(7) a-b^2X\fi+l), 

Die gegebene Gleichung geht durch (6) über in 

2xt^=yc, 



(6) 



oder 

Dies mit (7) multipliciert, fällt X heraus und man erhält 

(8) * =V^) =y^c (r wie oben). 

Unter Beachtung des 319 e. Gesagten kann man die Gleichung 
stets so umformen, dafs bei >ier Substitution (6) das X so- 
gleich herausgeht. 

Dann folgt aus (5) durch Quadrieren und korr. Add. 

Damit ist x schon gefunden; denn t ist durch (8) be- 
stimmt. Soll nun aber bei der Substitution von (8) in (9) 
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auch das r im Nenner yerschwinden; so hat man nach 394 e. 
mit Anwendung des E S. aus den beiden Formehi für t in (8) 
zu bilden 



Y 4(a — 5)-|-c — r 
und dies in (9) einzusetzen. Das giebt 



;/ 



a + h-^x _ }/(4(a-&)+c~r)(r~c) 
a — h 2(a — &) 

und daher x, wie oben angege]}en. 

Da r einen Faktor c enthält^ so wird nach 406 wegen 
der Gleichung (3) sich 8^ mithin auch grölstenteils x selber 
durch r und c allein darstellen lassen. Man hat für (9) nur 
die zweite Formel fär t in (8) zu benutzen. Das giebt 



a-\-h — 2x 2 (r — c) 



a 



-[ / 2c _ {r — cY -i / 2c 
rr — c 4,{a'-'b)c V r — c 



(10) 



X 



2 (a - 5) K 



+iF 



(T'-cy 



2c 



a + 6 
2 



2c 



e. Man setze nach 376 (1) 



(11) 



a — a; = n + ^ 



Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

yi . — — y C m 

n-\-z — yn — z 

Nach FortschafiFong der Wurzehi kommt 
(12) 4;8?* + (12 WC + c^ z^ = 16 w^c, 

also 

/1 ^\ ^2 _ —i'^J^^ + c*)4-( 4n 4- c) yi6wc + c* 



;^« = 



8 



Aus (11) findet sich 



w = 



a — 6 



a: = 



a + & 
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Daher geht (13) über in 

und mithin / 

(14) ^ _ ?L+^ + y -6(-&)c-o«+(2(a-&) + c)^ 

Dieser Wert ist mit der oben gegebenen Lösungsformel 
identisch^ wie man am einfachsten erkennt^ wenn man den 
Radikanden des zweiten Gliedes der letzteren ausmultipliciert^ 
unter Benutzung des Wertes für r*. 

Diese Methode der Auflösung ist far numerische Glei- 
chungen sehr anwendbar^ liefert aber für Buchstaben- 
gleichungen meistens verwickeitere Formeln als die in c. 
und d. mitgeteilten Methoden. Auch wird der Radikand 
Yon r meistens nicht in der einfachsten Form erscheinen. 
So ist für (12) und (13) nicht sogleich zu übersehen^ dafs 

(12nc + cy + 256n«c == (4w + cY (16wc + c«) 

ist^ also noch einen quadratischen Faktor enthält^ aus dem 
man die Wurzel ziehen kann. 

f. Dafs man hier auch den in 319 d. angegebenen Weg 
einschlagen kann^ liegt auf der Hand; und das ist wohl im 
Grunde der allgemeinste und sicherste Weg. Er hat auch 
den grofsen Vorzug, dafs er alle in der Gleichung vor- 
kommenden Wurzelgröfsen sogleich fortschafft und die Natur 
der Gleichung am deutlichsten erkennen lafst. Da aber die 
Methoden zur Auflösung der Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten erst später folgen, so ist dieser Weg zur Auf- 
lösung der folgenden Aufgaben nicht weiter angewendet. 



446. (5±v^3'=y 



X — |/a — X 



L. a;=]/^^+]/*«^ für r = 1/8^7+7». 

Man bestimme nach 445 c. zunächst das Produkt der 
vorkommenden Gröfsen, x "f/a — a?. Man findet 

B arde 7, Algebraische Gleiohangexi. 5. Aufl. 12 
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Diese Gleichung ist^ um die oben angegebene Form für x 
zu erbalten, weiter zu lösen nach 261. 

yil-a; yx-1 ^ 

L. x^ 10, 2, 6 + |l/55. 
Die Auflösung nach 446 c. ist hier wobl am einfachsten. 






für r = 1/8 (a - 6)* + c». 



jj^Q (g — x) ya —x-\-(x — b) yx — b ya—x —yx — b 

(a — x)ya—x — (x— b)yx—b ya—x -\-yx — b 

für r =y{c+iy+8{c-iy. 

a = 45, & = 11, c = ^giebt a; = 36, 20, 28 ± i^J^VlQ. 

Man wendet auch hier, nachdem der rechts stehende Quo- 
tient nach links gebracht ist, die in 445 c. gegebene Methode an. 

Das giebt für y{a— x) {x—b)=^p leicht die Gleichung 

(a- 5)«- (a - b)p-2p* ^^' 



L. x=^^^ + ~^y4n^-{m-ry für r^Ym^+SnK 

Diese Gleichung erweist sich als identisch mit der vor- 
hergehenden, sobald man ^_ = c setzt. Man übersieht das 
sofort, wenn man auf 450 korr. Add. anwendet. 

a = 13, 6 = 3, m = 41, w = 15 geben a; = 12, 4, 8 ± y t/91. 



\ 
\ 
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452. 



«*4-(4--a;V 









+ 2 ' r 2a + 
453^ (a-a?)'T/a'^4-(a?-&)'ya?-6 ^^ 

Die Ansföhrang der Dirision auf der linken Seite ergiebt 
zmmchst 



(a - 6)«- (a - h) V(a-x) (x-b) - (a - a?) (a? - 6) = c, 
worans der Wert für >/(a — x) (x — b) leicht folgt. 



454. 






465. 



(a~a?)» >/a-a? + (a?-5)»y^^ _^ 



(a-a?)«l/a;~6 + (a;-6)*>/a-aj 

L. ^-^ + ^y(2c--r)(^-2),r->/c"^:=2^+5. 



(a — a?) }/a — 0? — (6 ~ ä) "^6 — a? 



T ^-^ + ^ I i-, /(a-^6)(r-c)(8c-2(a~5)+7) 
•*^' ^ 2~ "^ 2 K 4ö-5(a~6) 

r -= >/6(a - 6)»- 14 (a - &) c + 9cl 

Die Bestimmnng des Produktes (a — ic) (b — x) ^p 
nach 445 c. führt hier zu umständlichen Rechnungen. Man 
müfste mit dem Nenner nach rechts gehen^ die Glieder mit 

Ya — X und die mit Yb — x zusammenziehen und quadrieren. 
Man erhalt da schliefslich 

_ a-h 3c*~8(a-5)c + 6(a-6)* + (c -a + h)r 
-P"" 2 ' 4c-5(a-6) ' 

woraus erst x selber zu bestimmen ist. — Der einfachste 
Weg ist hier der in 445 d. erörterte. Man setzt also^ nach- 

12* 
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dem man mit der hierher gehörigen identischen Gleichung 
(Tgl. 319) dividiert hat, 

~^a — x = A (< + 1)~ 

^ ' \yh^^ = i (< - 1)_ 

Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

[(« + !)• + (<-!)'] [(«+!)' -(«-in a-6'°-''- 



(2) 



(a - 6) ^- 2 (6c - 5 (a - 6)) t^= 4c - 5 (a - 6). 



,ox . i /6c-6(a-&) + 2r _-| / 4c-6(a-6) 

W ^ ==" K 'Ü:^ " V 5(a-6)-6c + 2/ 

WO r den oben angegebenen Wert bat. Die Substitution 
ergiebt 

a-x __ / t + l \g a + b-2x __ ^'+1 

(4) ^ T 2-^- 

Soll kein r im Nenner vorkommen, so ist für ^^+1 die 
erste Formel in (3), filr den Nenner 2 t die zweite Formel 
zu benutzen: 

^8 ^^ 2(3c-2(a-6)+r) 

1 _^li /6(ä"-6)-6c + 2r 
2«"*2r 4c-6(a-&) 

Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen giebt J^ ^ 
und somit wird nach (4) 

^ a + 6 _ 8c — 2(a — &)4-r -| /6(a — &)— 6c + 2r 

Bringt man den Faktor vor der Wurzel unter diese 
und bemerkt, daik 

(3c '•'2(a''h) + r)(5(a - 6) - 6c + 2r) - (a - 6) (r - c) 

ist, so erhält man die oben angegebene Formel für x. 

Für numerische Gleichungen ist die Auflösung so gut 
als beendet, wenn t gefanden ist. Dann ergeben die 
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Gleicliungen (1) nach der Elimination von X leicht x selber, 
wie in (4) angegeben. 

45Y (a-x)yä^^ + (b'-x)yb-x 



{a-x)ya-'X-(h-x)yb-x |/(a - a?) (6 - ic) 



T a + b , 3c+r-|/a — 6 — 6c + 2r 



'1 / g — 5 — 6c-t-! 
r 3(a-5) + 4. 



r =y(a - 6)*- 2 (a - 6)c + 9c^ 



458. 



(a — a?) }/a — «+ (^ ~ ^) V^ — ^ 



(|/a-a;->/a-a;)® y{a-x){b-x) 

L. .:-^ + ^l/|^^Sr=y(a-6)H4^ 
469. (Tg^->^)^ ^,y(^^^)(6_^) 

2 4l/2cH2cr '^ ^ ^ 

Man yerfahre ganz wie in 456. Dann findet man zunächst 

460. /"Zl'-(^A = c 

a + 5 , 2r-(a~5) -| /6^5) + 4r 
•*^-^'" 2 "^ 6 K 16c-3(a-6)' 

r=:/(a-6)»+3(a-6)c. 

461. ((a - xyyä^ + (6 - ic) Y^ - ^) ' (A - a?- V6^)'^=c 

2 2V2r-r« r 4c + (a-6)» 

Auch hier wird der in 456 eingeschlagene Weg am 
einfachsten zum Ziele fuhren. Man findet 



t 



V 2-r 



462. 



(6-xyy2-x-{2-xyy6-x 14. 
(y63^+y2^:^)8 ""27 

75* 

2 "^ 38 

Man findet hier zunächst < = ± 3, ± 



L.aj = 6, 1,1 + ^/19. 



y-19 
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Enbiert man^ so erhalt man eine quadratische Gleichung 
für (a — x)(x — b)'^p. — Auch hier kann man den irratio- 
nalen Teil durch r und c allein ausdrücken. Man erhält 



2 • 8c 



404 (a'-x)\^x-b+{x-b)\^a-x ^ 
ya-'X-\-yx—b 

r «l/(a - ft)»- 2(a - 6)c + 9c«. 

a- 11, 6 = 30, c = 78 geben a; = 38, 3,|(41 +25fi/l33). 

Der einfachste Weg ist hier wohl der in 445 e. an- 
gegebene. Setzt man 

(1) a — X'^ n + x — l) = n — Zf 

so folgt aus der gegebenen Gleichung leicht 

n — z^^ \z — {n — c)) 
Hieraus durch korr. Add. 



z 3(n — c)Ä* + (n — c)» 

^ — 3c(w — c)s? « « (w — cf. 

Diese Gleichung liefert z. Dann sind statt n und ;8r wieder 
a, 6 und o; aus (1) einzuführen, dadurch erhält man die oben 
angegebene Lösxmg. 

ya—x +ya;— 6 a4-6~2a; 



465. 



L. a? « ^ + ^ T/6(a - 6 - c) c -f 2cr, 



r =y9(a - 6 - c)«+ 4 (a -- 6)c. 
a==130,6==69,c=1701gebena;=194,5,|(l99 + 81i/l28l). 



£. Gleichungen des 4. Grades. 133 

Die Atlflösang ist hier ganz wie in 404, nur setzt man 
hier hesser 

a — a? = -(n + 0) x — b^ -g (w — g). 
Die gegehene Gleichung geht dadurch üher in 



n — z 






466. 



L. a: =:^ + ^y(a - 6 + c - r) (3c - a + 6 + r), 



r =^^(0, - 6)2- 10 (a - 6)c + 9c«. 

a = 157, 6 = 5, c=208| geben:»« 130, 32, 81 + ^)/l5Öl. 

Für eine nnmerische Gleichnng dieser Art würde der 
in 464 und 465 befolgte Weg wiederum der einfachste sein. 
Man würde kommen auf 

woraus durch korr. Addition 

n*4-£?* _ c'+3cg* 
"2n7~ "" 3cV+7» ^- ®- ^• 

Die Formel für x wird aber bei Buchstaben komplicierter als 
nötig; auch erhält man für r nicht direkt den einfachsten 
Badikanden. 

Der in 445 d. angegebene Weg ist zwar etwas weit- 
läufiger, liefert aber immer die einfachste Form des Resultats 
und führt direkt auf den einfachsten Radikanden. Man hat 
danach 

(1) yär^^=x{t+\) j/j^^==A(^-i) 

x-h^ V- 1/ 
a + 6-2aj 3*" + l 1 



• -— ■ 



^^ a-b — t* + S t 
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Wegen (1) geht die gegebene Gleicliung über in 

(f + iy^it-iy a~6* (« + !)»-(«- 1)» 

2t """ a — b' 3e" + l ' 
ELieraus ist t zu bestimmen. Man findet 



(3) ^ = K 3(a-6)-2c ~Ki 



a-6 



3r 
r 



3(a-6) — 2c r 3c — 2(a — 6) — r 

Soll nun bei der Substitution von < in (2) das r im Nenner 
verschwinden, so bat man wegen t^+3 nach 394 e. mit 
Anwendung des ES. (s. 19) aus den in (3) fOr < gefundenen 
Formeln abzuleiten 

-i/ 9c-6(a-5)-f~ 

y 7(a-6)-3c- 
Dann wird 

U^ + l _ 3c-(a-5) + r 

e* + 3 "" 2(a-5) 
ELiemach hat man unter Benutzung des zweiten in (3) ftlr 
T gegebenen Wertes wegen (2) 

(A\ a+b — 2x __ dc — (a — b) + r -i / 3c — 2 (g — 5) — r 

W a-6 "" 2(a-6) f a-b 

Bringt man den rationalen Faktor unter die Wurzel, beachtet, 
daifi 

(3c - (a - 6) + r) (3c - 2 (a - 6) -r)=:(a-6) (ß-b + c-r) 

ist und kürzt im Radikanden durch a — b, so folgt aus (4) 
die oben angegebene Lösung. 

Für eine numerische Gleichung war die Auflösung mit 
(3) schon beendigt. Denn ist t gefunden, so liefert die 
Gleichung (2) sofort x selber. Kommt es aber bei der vor- 
gelegten Buchstabengleichung darauf an, für x eine möglichst 
einfache Form zu finden, so führt der angegebene Weg am 
sichersten und schnellsten zum Ziele. 

T _ a + b , 3(a — 6) — c-[-r -|/ 2c — 3(a — 6)-f r 
^'^-—2—^ 4 y 2(a-6)-3c 

r =y9(a - by- 10(a - b)c + c\ 
a == 30, 6 = 2, c = 20,8 geben x = 29, 3, 16 + 14^/13- 



467. 
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(a — x) yx —b-\'(x — b)ya—x 

469 (<»-^)V'g-^ + («'-^)V<»-a' ^g 

Man findet hier zunäclist 

t = — =:^ so dafs T/^^— ? = ,— wird. 
Yr ' x — o 1 — "j/r 

a = 28, 6 = 9, c ^ 78 geben jr = 36, 1, ^ + ^^*^* 



2 ' 74 



|/a— aj + y^ — ^ 

L. a; = ^ + Ay(3c + r) (Ic - 3r), 
r==V9c»-8(a-6)c. 



471. (a-.)]^ + (.-6)]/|^ = o 



T _ <at + & , 2(a — 5) — c + r i /c — 6(a — 6)-f2r 
^- ^ "■ 2 "^ 2 K ö(a-&) + 3c ' 

r =y5(a - 6)^- 2(a - b)c + c\ 
Kubiert man, so findet sich 

^^ r- + oc(a — x)(x — o) + = r. 

x — o ^ ^^ ^ a — x 

Setzt man also (a — x)(x — h) =py so erhält man mit 
Benutzung von 376 b. (3) leicht die Gleichung 

(5(a -b) + 3c)i>«- (5(a ~ 6)»+ c«) jp + (a - 6)^= 0. 

Daraus ist p zu bestimmen und dann ist auch x leicht 
gefunden. Für eine Buchstabengleichung wird jedoch der 
Ausdruck für x sehr kompliciert; auch erhält der Radikand 
von r noch den quadratischen Paktor ((a — 6)^ — (a — 6) c — c*)*, 
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was man schwerlich auf diesem Wege erkezmen würde. Der 
in 445 d. oder 466 befolgte Weg ist derjenige^ welcher die 
einfachste Form des Resultats liefert. 



L. a;=-2- + jg y 



3c 



473. (ycT^ +yb'+^f= cVia -x){b + x) 

j _ a — b , 8(a + &)+c + r -|/c — 2r 
^•'^— ~2~+ 18 K 3c ' 

r^^Yc?- 12 {a + b)e. 
a = 6, 6 = 3, c = 12li gieU a; = 5, - 2, 1^ +2y5. 

474. V^E^^^E^ = y^ 

Va + ft-2« 



|. + 6 g — 6 + 2ci/ 4(a — fe) 



— c 



•y« 



a — b — e-i/a — b — c 
+ - 



3 r Sc 
Man setze nach 376 (6) oder 445 (11) 

a — x^0 + n b — x = — n, 
so geht die gegebene Gleichung über in 

welche in 352 gelost ist. 

Für a = 9, 6 =*2 und c = 3 erhält man 

99 ± 65 ± 16 
^"^ 18 

Es gelten alle Zeichenverbindungen^ also 

_ 99 + 66 ±JL6 99 ~ 65 4: 16 

^ "~ 18 ' 18 ' 

iA 74 25 . 

ä:i= 10, ^2 = -gr^ ^8 = V ^*"" -^^ 



475. 



a—x 



+ 



V(a;-6)« V(» - ^) 
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L. « = 



« + 6 , a — 5 C + 8 + 



8 



+ 



3 



c + 



tryci^ 



— 9r 



y=y4c + 5. 



3 



c = 7 j giebt X = — ^ 



8a— 6 86 — a a + h , 9(a — 



2 



+ 



-lö-Vn 



476. ya-x+yx-h^Yc. 



T a + 6 , r — ct/5 
L. x=^—k 1 5- y - 



2 • 2 r c 
a. Man kommt am schnellsten zum Ziele ^ wenii man 
nach der Formel 376 b. (2) 

(u + vY^ u^+ v^+ 4(m + vyuv — 2u^v^ 
zur 4. Potenz erhebt. Das giebt für 

V(a — x)(x — b) =i> 
die Gleichung 

c = a — b + 4tpY^ — 2j>* 

2yc"~y2(a-6) + 2c 2c- r 

2 "" 2y7 



i> = 



Hieraus ergiebt sich ic mit Benutzung von 2(a — fe) c = r^ — 2 c* 
in der oben angegebenen Form. 

b. Auch nach 73 b. macht sich die Lösung sehr einfach. 
Man setzt 

(1) y» — x ■— ^x — b = z, 

Dies^ kombiniert mit der gegebenen Gleichung^ liefert 

Potenziert man ntnunekr mit vier, so erhält man durch 
Addition und Subtraktion 

8(a - 5) = c + 6;?Vc + sT 
a-\-h — 2x = ^z{z^+Yc)Yc 



(2) 



c 
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Die erste Gleichung liefert den Wert von z, der in die zweite 
Gleichung einzusetzen ist. 

DaGs man auch nach den in 445 angegebenen Methoden 
zum Ziele kommt, ist leicht begreiflich. 

476i. yWT^ + VS~ri5 =: 4 

L. a; = 96, 16, 56 + 840i. 

476,. V300~jr+VS"=^28 = 6 

L. Ä? = 284, 44, 164 + 552^^55. 

476s. V500-a; + V^^"^^ = 4)/6 
L. a; = 494, 14, 254 + 5040i. 

^-- (a — £c) ya — rc + (a? — &) K^ — & 

y a — rc -f yir — h 

L. (c =^ + i>/(2c - (a - 6)) (5(a - 6) - 6c + 2r), 

r =>/5(a - hf - 12(a - 6)c + 8c». 
Der kürzeste Weg ist hier wohl der in 464 angegebene. 

(a — x) yx — h-^-ix — VjYa—x 

ya — x + V* ~ ^ 
L. a; = ^ + |l/(o-6-2c)(6c-a + & + 2r), 



478. 



r -y(a-6)*-4(o-6)c- 8c». 

(a-a;)Va-a!-Ka!-6)Va!-b ^ ^ 
(a — x)yx — 'b + (« — 6)y a — x 

L. a; = ^* + 2-|^y(2 + r)(2c-r), r=yc»-2c + 5. 

Hebt man links durch ^o — x + Yx — h, so ergiebt 
sich nach einigen leichten Redaktionen für (a — x){x —b)=p 
die Gleichung 

(c + l)«p + (a - 6)(c» - 1)>^ = (« - 6)*. 



480. 



ya — aj-f-ya;— 6 c 

L. x=^ + iy(o-&)»-(c-r)», 



r =>/(o _ 6)» _ 2(a - 6)c + 2c«. 
o =» 800, 6 = 94, c = 2176 geben x = 719, 175, 447 + 576»vT7: 
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481 (a-x)\/h-x+(b-x)\^a-'X ^ ^ 
ya — x —yb — x 



^•^ 2""*" 2 K 3(a-5) + 8c ' 

r=>/(a-6)«+4cl ^- •■ 

21, ,. . , . 81a-6 Slb-a a + b , 41(a-6)», /k- 

ya — a? — yt — x 



j _ a+b , 2c — a4-6 -|/6(a -&)--4c + 2r 
^•^"""2""^ 2 K 8c-6(a-6) ' 

r =y5(a - 6)2- 8(a - b)c + 4c«. 
488. (^±^_, 

T « + & , 4(a — 6) — 3c + 6ri/r — c 

r =)/8(a - 6)c + c^ 
a==88, 6 = 23, c = 3125 geben a;= 104, 7, ^ + ?^*-)/26: 

a. Die Auflösung gescliieht hier wohl am besten auf 
dem Wege, welcher in 455 d. für die Quadratwurzel und in 
466 für die Kubikwurzel angegeben ist. Man setzt 

(1) y^r^=x{t+i) v^"=^==A(^~i). 

Hieraus ergiebt sich durch Division, Erheben zur 4. Potenz 
und korr. Add. 

^^ a-b "" 4(<Hl) ' t * 

Die gegebene Gleichung geht, nachdem man sie durch die 

identische Gleichung >/(a — a;)^ — y(6 — a;)^= a — 6 dividiert 
hat, durch (1) über in 

(3) 2(a-6)#*=c(^Hl). 

Daraus 



Mit Hülfe der 2. Formel für t ergiebt sich x direkt aus (2). 



IC 

c 
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b. Hätte man fär t nicht eine so einfache Formel, wie 
hier die zweite ist, so wäre die Substitution in (2) weitläufig. 
Man eliminiert dann am besten erst mit Hülfe Yon (3) aus 
(2) die 4. Potenz von t, schreibt also 

(5) a + 6-2* = |(c+2(a-6)^)f 

Soll das r bei der Substitution im Nenner verschwinden, 
so hat man aus (4) nach dem E S. zu bilden 

Hierdurch wird 

6^'+^ _ 4(a-6)-5c + 6r 
t*+l "" 4(a-6) 

Dann aus (4) 



r — c 



t V 2c 

Daher geht (5) über in 

I I. o 4(a--6) — 3c + 6r-|/r — c 

und mithin x, wie oben angegeben. — Dies ist der allgemeine 
Weg, für X die einfächste Form zu erhalten. 

^4. («--)Vf=|-(6-^)V!E|-« 

L. X = -^ + 



2 2 ]/(r + c)(6c-3r) 

Man schlage den in 483 angegebenen Weg ein. Indem 
man t durch r und c allein ausdrückt, findet man 



t 



■V 



yr+c + 2yr — c 



yr-\-c — 2yr — c 
Diese Formel ist zu benutzen in 



V\ 



a — x t'\-l 



h-x t-1 
Quadriert man, so kommt 



-j /a —X l/r + c+j/öc — Sr 
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Eine nochmalige Quadratur unter darau£Folgender Ver- 
wendung der korr. Add. giebt 

a-\'h — 2x 3€ — r 

«-^ "" V(f + c)(6c-3r)' 

mithin X, wie oben angegeben. 

Benutzt man andere Formeln für t, so wird der Aus- 
druck fär X sehr kompliciert. 

Setzt man a =^19, b ^ 4, c =^ y^ so findet man zunächst 
r = ± y, < = ± 3, iYj, und mit Hülfe von t oder direkt 

485. .^+ '-* - '"^ 




\/6—x \/2Ö—x ^20 — «— ^6 — « 
T >! Ol 26 , 116»t/8 

L. a; = 4, 21, ^ + 




2 ' 8 r 2 

Maa erlialt ftlr t zonäclisi die Gleichnng 3^- 25 ^-18 = 0, 
woraus sich für t dieselben Werte wie in 484 ergeben. 

486. y^T^ +y^^^^ =Ys 

Man verfahre ähnlich, wie in 476. 

486i. ym)0-x +yx - 32 = 8 

L.X + 3157, 275, 1716 + 2911iVM. 

.-_ (a — x)va — » — (« — 6) ViB — 6 

487. 5^ 'r l — '/ ■ e 

ya — x—yx— 



^ g+ft , 2c — a-[-& l/5(q — &) — ftc + 2y 

^- ^"~~2~ + 2 K 5c-3(a-6) ' 

r =y4(a - 6)»- 8(a - 6)c + 5cl 

Der einfachste Weg^ zur Lösung zu gelangen^ ist der in 
445 e. angegebene. 

(a-a?)Va;-6-(a?-5)Va-a; 

*^^- \/ 4/ — i "^ 



^•^"■~2~"^ 2 K2(g-6)+5c^ 



I 
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489. Via-xy + y^x-by^ 



y{a-x)(x-h) 



y a'\-b , Sc-\-ri /a — b — 6c-\'2r 

^•^ 2""+"~2~ V 3(a-6) + 6c' 

r==y(a - 6)«~ 2(a - 6) c + 5cl 

Der in 445 d. angegebene^ bereits bei den Aufgaben 466 
und 483 mit Vorteil benutzte Weg fuhrt auch hier am 
einfachsten zur Lösung. Dasselbe gilt von den drei folgenden 
Aufgaben. Man setze demgemäfs 

490. (V^^z^ - Y^r^Thy (^(a- xy - y(x - by) = c 

Y a + fe , 6(« — &) +llc~ 5r-i / c 

Die einfachste Darstellung für ^ ist hier 



< =|/!^«, 



Diese ist zu benutzen. 

491. (V(a~ o;)« - V(^- byf (V^^^ + 1/^^^) = c 

j _ a + b , 13(«-&)~5c-f-3r T/8(a--5) 

^' ^ 2~ "^ lö V i 



— 6)— 6c— 2r 



6c 

r = yi6(a - by- 20(a-b)c + 5c\ 

Ya-x + yx + b 



T ^_a-& , 4.c-{a + b) + 2r i/ 
U. X-^ -y- -h 2 V 



c — r 
6c+3r^ 



r = ybc^ — 4 (a + 6) c. 
Setzt man a = 17, 6 = 16 und c == 27, so erhalt man 



2 



Zweiter Teil. 



Gleiolmiigeii mit z^s?vei XJnbekannten. 



B ar de 7, Algebraische Gleiohnngen. 5. Aufl. 13 



Einfachere Glelchimgen homogenen Charakters. 

Die in den beiden ersten Abschnitten (A und B) auf- 
tretenden Aufgaben haben die gemeinsame Eigenschaft, da(s 
die in ihnen auftretenden Ausdrücke sich aus homogenen 
Verbindungen der beiden unbekannten zusammensetzen, eine 
Eigenschaft, die allerdings bei manchen Gleichungen erst 
nach einer geeigneten Umformung deutUch zu Tage tritt. 
Homogen in Bezug auf gewisse Gbröfsen heiCst ein Aus- 
druck, dessen sämtliche Glieder in Bezug auf diese Ghrofsen 
denselben Grad aufweisen. 

Die grolse Mehrzahl der zunächst folgenden Aufgaben 
ist dadurch gekennzeichnet, daTs sich aus einer der beiden 
gegebenen Gleichungen, öfters auch durch eine Kombination 
dieser Gleichungen, das Verhältnis der Unbekannten leicht 
bestimmen läfst. Hat man fcLr dieses Verhältnis die Gleichung 

X p 

in der p und q bekannte Gröfsen sind, so kann man 
sofort setzen 

x=^pt y^qt 

und gelangt durch Einfährung dieser Werte in eine der 
gegebenen Gleichungen auf eine Aufgabe, die nur noch eine 
Unbekannte (t) enthält. Aus dem Werte für t ergeben sich 
dann sofort die Werte für x und y. 

Hat man von vornherein eine Gleichung, in der ein 
homogener, d.h. nur x^,xy und y* enthaltender Ausdruck zweiten 
Gbrades gleich Null gesetzt ist, so ergiebt die Division durch 

y^ sofort eine Gleichung fttr — Ist solche Gleichung nicht 

von vornherein vorhanden, so läfst sie sich bisweilen leicht 
bilden. 

13* 
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Daneben existieren für die einzelnen Aufgaben Yielfach 
noch andere Lösungsmethoden, die durch die Form der 
vorgelegten Gleichungen an die Hand gegeben werden. Sie 
sind an gehöriger Stelle jedesmal angegeben. 

Bei einer gröfseren Zahl von Aufgaben ist die Lösung 
a; = y = von vornherein leicht daran zu erkennen, dafs in 
den geordneten Gleichungen Glieder, die kein x oder y 
enthalten, überhaupt nicht vorkommen. 

ax — by m 

j cx — dy n 

x^ + y^= k^ 
^ T {bn — dm)k {an — cm)k 

Lt. X = —= — > y= . — =• 

y(&w — dmy-\- {an — cmy y (&» — dm)*-\- {an — cmy 

Da sich aus der ersten Gleichung leicht 

/---x X hn — dm 

^ ^ y an — cm 

ergiebt, hat mau 

(2) X = (bn — dm) t y = (an — cm) t 

Die zweite Gleichung ergiebt dann 



y{bn — dmy-\-{an — cmy 
Dann liefern die Gleichungen (2) die Unbekannten selbei;. 

a; + y ^ a 
2 x-y b 

aj* -f y* == c^ 

T (a + 5) c (a — b)c 

Aus der ersten Gleichung folgert man nach L 18 

X a-{-b 

'y'^a-b' 

hat also hier zu setzen 

x = (a + b)t y=^(a — b)t 

Dies, in der zweiten Gleichung substituiert, liefert t u. s.w. 
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3. 



4. 



6. 



7. 



aa^ + (a — h) xy — hy^ = 
T (a4-h)c 



,2 



(a — h)€ 



y2a(a* + b^ ^ y2a(a^ + b^ 



Yx-Yy fr 
_X^ — y^==C^ 



L, X =^ 



(a + byc 



2|/2a6(a*+fr") 



, y = 



(a-&)«c 



Hier findet mau aus der ersten Gleichung zunächst 

(a + by 



X 



y {a-^by 



xYx -\-yyy _ a 
xYx —yYy fr 



X 



3 



C^=C^ — y^_ 









!/• 



+ 1^ = 2cm» 
_ bx—ay 

JL. ir = -f y = 



f^M^ 



V?+3 



x^+ xy — a 
y^+xy = h 

L. x = 



a 



■■> y 



ya + b yä+b 

a. Hier findet man^ indem man die erste Gleichung 

X CL 

durch die zweite dividiert, zunächst— = x' Es ist also 

> y b 

x = atf y = bt Diese Werte kann man behufs Bestimmung 

von t in die erste oder in die zweite oder auch in eine 

Kombination der gegebenen Gleichungen einsetzen^ z. B. in 

die durch Addition der gegebenen Gleichungen entstehende 

Gleichung 

(x + yy^a + h. 
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So erhält man sofort 



f = 



yä+b 



b. Ein anderer Weg der Lösung ist der, aus der eben 
erwälinten Kombinationsgleichung zunächst x + y=^ ya + b 
zu bestimmen und nunmehr y = Ya + 6 -- a? in die erste, 
X = Ya + h — 3/ in die zweite Gleichung einzusetzen, wodurch 
sich X und y unmittelbar ergeben. 

In den folgenden Aufgaben (bis 15) wird man ebenfalls 
auf dem Wege der Division der beiden Gleichungen durch 
einander leicht den Quotienten der unbekannten bestimmen 
können. 

x^ + xy^ — 



8. 



9. 



10. 



11. 



12. 



13. 



a 



y^ + X^y==h 



L. ic = 



a 



:, y 



y^^+F* f/5M^ 



a 



x^ + xy^ 
L. a; = 



a 



^^y + xy^^a 
a^y — xy^= h 



> y 



VoM^ 



L, x = 



a + b 



a — h 



x = a(x^+ y^) 
y = h(a^+y^) 

x = aY^^+~y 

jf^^iY^ + v- 

L. ir = 0, a{a + 6); j/ = 0, 6(a + 6). 
JfV^c~+y=^h^ 



L. x = 



a 



y y = 



Vä + 5 Vo + i» 
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13,. r 

L: 






L. X 






Die linken Seiten der beiden Gleichungen haben den 
Faktor y^ + Vv gemeinsam, die nicht gemeinsamen Faktoren 

sind yP nnd yy^, ans deren Verhältnis sich sofort das Ver- 
hältnis von X za y finden läfst. 



14 



15 



x + y^a(a^+y^ 
x — y^bix^+y^)^ 

ix — y^^hia^—y^ 



a — b 



2ab 



16. a{x — y) = h(x + y)=^xy 



L. 0? == 0, r; 

Man hat zunächst 



y = o, 



2ab 

ä+b 



^+^«^, also^ = ^ 
b y a — b 



y = (a — hy 



x — y 
Es ist demnach 

in eine der Gleichungen 

a{x — y)='xy oder b{x + y) = xy 
einzusetzen und t zu bestimmen. 
17. a(x — y)=-h(x + y)^x^+y^ 



u. x — \)y ßi^fti 5 y — ^} 



a*b-ab* 
a* + b* 



18. § = | = a;^+y 



2 



a 



L. a; = 0, 



a 



a* + b^ 



y = o, 



aH&" 
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19. x^—y^== a{x — y)=^i(x + y) 



2 



2 



-6). 



20. ay = hx = xy 

L. a; = 0, a; y = 0, 6. 



21. 



{a-x)y 6 

T 3a + 2m 2a + 3m 3/ \ 2, v 



5 

Man diyidiere beide Seiten der ersten Gleichung durch 2, 
wende nach I. 18 korr. Add. an und ziehe die Wurzel, so 
erhalt man 

a-x-y -^ 

Dies ist mit der zweiten Gleichung zu kombinieren. — Oder 
man schreibt nach I. 165 sofort hin ~ 



y 



-z-f -r- und 
2 3 



kombiniert diese Werte mit der zweiten Gleichung. 

(a — xy-\-{a — x)y-\-y* 49 



22. 



19 



{a-'xy-{a-x)y + y* 
X — y = h 

L. X = J(5a + 36), ^(3a + 56) 



8 



8 



J/ = |(a-6), |-(a-6). 



8 



8 



Wendet man auf die erste Gleichung korr. Add. an, so 
ist diese Aufgabe leicht auf die vorhergehende reduciert. 



23. 



x + y = a 



X 



I ^-y ^ 5 

b — y X 2 

L. x = 2(a — b),b — a y = 2b — a,2a — b. 

Die zweite Gleichung läXst sich ganz so behandehi, wie 
die erste Gleichung in 21. — Nach I. 165 kann man sofort 

hinschreiben t =: 2, — • 

o — y ^ 2 
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24. 



S I 8 «+1 



L. a; = 



a— 1 a — 1 



y = 



a 



a 



a-1 



Man bestimme y zunäcliBt^ indem man a^ eliminiert. 
Ist y gefunden, so ist der Wert dafür in der ersten Gleichung 
zu substituieren. 



26. 



a^+y^hy 

L. a;-0, V(a~l)(&-1)'; y = 0, V(a-1)*(6-1). 

Man bestimme aus der ersten Gleichung den Wert für x 
und substituiere diesen in der zweiten Gleichung, oder man 
bestimme y aus der zweiten Gleichung und substituiere den 
erhaltenen Wert in der ersten Gleichung. — Oder man schreibe 
die Gleichungen so: y*= (a — l)a?, ä;*= (6 — \)y. Die Multi- 
plikation giebt dann xy — 0, (a — 1) (6 — 1). Weiter ist 



8 



y 



26. 



(a — l)xyy a?*= (6 — \)xy u. s.w. 

'x + y^=ay^ 
a?*+ y = ha? 

L. ir = 0, 



27. 



T a + 6i /a + ft 



y = o, 



V(«-i)'(6-i) 



a — 6 



Man bilde die Summe und die Differenz der gegebenen 
Gleichungen, so giebt die Division der so erhaltenen Glei- 
chungen durch einander die unbekannte y, 

x + y = a + h + {a—' h)xy 
x — y=^a—'h + {a + b)xy 

L, X= ^TT *—} V = ' h~ -'—-• 



28. 



2& 



2a 
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Man drücke die Gböfsen x und y mittels des Produkts 
xy aus^ was man durch Addition nnd Subtraktion der 
&leichnngen erreicht. Man erhalt 

(1) ÄJ = a(l + xy), y = 6(1 - xy). 

Das Produkt dieser Gleichungen liefert eine Gleichung fär 
xy, aus welcher xy zu bestimmen ist. Dann geben die 
Gleichungen (1) die unbekannten selber. 

ax + by ^ cxy 
dx + Vy = dxy^ 

T ri aV—alh, rk alt—ah 

Man drücke auch hier x und y mittels des Produkts xy 
aus. Die erhaltenen Gleichungen liefern direkt die Lösung. 

ax + by = c{x^ + y*) 
_a'x + Vy-=c\x^+y\ 

^- ^ — ^^ (ac'-a'c)« + (c&'-C6)» 

y-^^f {ad -a'cy+{eV-dhy' 

Hier drücke man x und y zunächst mittels der GroJse 
x^ + y^ aus. Dann giebt die Summe der Quadrate die Werte 
für x^+y^ U.S.W. Man kann dies in der Weise ausfahren^ 
da(s man unter Hinzuftigung der Gleichung a? + y^ ==^ z die 
gegebenen Gleichungen in der Form 

ax + by^ cz 
dx + Vy = iSz 

schreibt, und die aus diesen Gleichungen folgenden, z ent- 
haltenden Ausdrücke für x und j/ in die neu hinzugefügte 
Gleichung einsetzt. 



30. 



31. 






Lf\ a b 

. x = \J, — ; 1/ = , 
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Man setze x = at, y ^=^htiii einer der beiden &leichimgen, 
so erhalt man den Wert von t — Oder man addiere die 
beiden^ znvor in die dritte Potenz erhobenen Gleichungen, 
so erhalt man die Werte von a^ + y\ 



32. 






L. x^ 



a 



VaH &• 



» = 



t/oM^ 



33. 



'x + y^a(x^+i/*')' 
x — y^ l{a^ + y*) 



L. flj = 0, 



a + 5 



Va* + 6a*^' + &*' 



y = o, 



a 



f/a* + 6a'&'+&' 



34 



Hier ist a? — (a + 6)^, y = (a — 6)^ zu setzen. 

a?*— ojy + y*=26 

Lt. x ^ f y „ 



2 ^ 2 

Man bestimme durch Addition und Subtraktion der 
Gleichungen zunächst a^-^- y^ und xy^ deren Kombination 
dann leicht {x + y)^ und (a? — y)^, mithin auch a: + y und 
x — y liefert. 



35. 






==2a 



5^' = 26 

L. ganz wie in 34. 



36. r *+^=" 



a. Man bestimmt aus der ersten Gleichung eine un- 
bekannte und substituiert den Wert für dieselbe in der 
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zweiten Gleichung. Das giebt für x und für y bezüglich die 
Gleichungen 

a;* + (a — xy = mx(a — x) 

(a - yy + y*== vny{a — y). 

Die erste Gleichung liefert x, die zweite liefert y. — 
Diese Methode (Substitutionsmethode) ist immer an- 
wendbar^ wenn eine der gegebenen Gleichungen, 
wenigstens in Bezug auf eine der unbekannten, 
Yom ersten Grade ist, oder wenn man durch die 
Kombination beider Gleichungen eine solche Glei- 
chung ersten Grades erhalten kann. 

b. Man quadriert die erste Gleichung, subtrahiert darauf 
die zweite Gleichung, so findet man 



xy=^ 



a» 



Dies, mit der zweiten Gleichung kombiniert, liefert leicht 
X — y u. s. w. 

c. Die einfachste Auflösung ist, aus der zweiten Gleichung 
das Verhältnis der unbekannten zu bestimmen. Man hat 



'ixy 2 



} 



also nach I. 18 (7) 



x — v -t /m — 2 



x + y V \ 



x-\'y V m-\-2 



X 



-y = ay\ 



w — 2 



w + 2 

Dies ist mit der ersten Gleichung zu kombinieren. 



37. 



dx^+2xy + y^=43 

y+2iry + 3y«=33_ 

L. a; = 3, — 3, ^ "j/S 

y = 2, -2, ^t/3. 

a. Man sucht zunächst xy. Indem mau die Glieder mit xy 
nach rechts bringt und dann durch die Kombination der 



1 
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beiden Gleichnngen zunächst für x^ und y* Ausdrücke gewinnt^ 
die xy enthalten^ findet man 



(1) 



23/2 = 14 — xy 

Diese beiden Gleichungen mit einander multipliciert^ liefern 
eine quadratische Gleichung für xy. Man erhält 

Für die erste Wurzel (+ 6) müssen x und y gleiche Zeichen 

— ~\ entgegengesetzte. Nun ergeben 

sich aus (1) die Werte der Unbekannten selber. 

b. Leichter kommt man zum Ziele nach 36 c. Man 



X 



sucht — • Aus jeder Gleichung^ welche nur Glieder mit x^y y^ 

und xy enthält^ läfst sich — bestimmen. Man dividiert 

sc 
durch y^ und erhält für — eine quadratische Gleichung. — 

In 36 c. ist dieser Quotient durch Anwendung der korr. 
Addition gefanden. Dies Verfahren ist hier nicht anwendbar. 
Mau dividiert die Gleichungen durch einander, oder, was 
auf dasselbe hinausläuft, man multipliciert die erste Gleichung 
mit 33, die zweite mit 43 und subtrahiert beide Gleichungen 
von einander. Dadurch erhält man 

Ux^-bxy-24:y^==Q 

145! _ 5^^-24 = 



y 



X 

y 



y 



V 



8^ 



Man hat daher nach Aufg. 1 in einer der gegebenen Glei- 
chungen zu substituieren 



1. 



x = 3^" 
y^2t 



2. 



y = lt 



und t zu bestimmen, so geben 1. und 2. die Unbekannten 
selber. — Die Zeichen von x und y ergeben sich auf diesem 
Wege von selbst, bedürfen also keiner besonderen Berück- 
sichtigung. 
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38. 



'x'+xy-i- 3y*=47' 
a;»-a;y + 2y»= 23 

L. a; = 5, - 5, ^yTl , 

y = 2, -2, g/n. 

'(2x - 3«/) (3a; - 2y) = 21 
a;>+3y«=12 

y = l,-l, 17)/^. 

Man fulire in der ersten Gleichung die Mnltiplikation 
aus und verfahre wie bei den beiden vorhergehenden Aufgaben. 



39. 



40. 



41. 



"(9^ + y) (^ + 3/) == 273 
_{9x^y)(x-y)=^ 33 

L. a? = 4, — 4, 1, — 1 
y = 3, - 3, 12, - 12. 

a;*— xy + y^= a — b 
h, x= a v-t—-irrTi' y = b V -= 



-b 



b + b^' iJ—^y a^^ab-^-b^ 

Die Division der Gleichungen durch einander liefert leicht —=^- 

Dann weiter nach 1. — Ahnlich löse man die folgenden drei 
Aufgaben. 

oi?-\- y^-=^a{x — yf 



42. 



43. 



a;* — iTj/ + j/^= 6 (a? — y) 

x^— xy + j/*= (a — 6) (a; — y)_ 
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[(ic-y)(x 



L. » = 






y y^ 



a — h 



45. 






Man zerlege links in Faktoren^ dividiere die Bleichlingen 
durch einander^ ziehe die Wurzel und wende korr. Add. an, 
so erMlt man 

y '^ yä-^Yh' 



46. 



V+ aj*y + xy^+ if^:=.a\x — y) 
a?—a^y + xy^—y^==V{x + y) 



^ a — b-t/ 2ab a + b ,-\ / 2a& 



47. 



(a? + j/) {x-yf^h 



a 



48. 



T a + 5 

h. X= -j^ > y — ^^ 



L. a: 



a + 6 



49. 






L. a? = 



a + & 



:' » 



a — b 



2Va*-a5 + &* 2Va*~a6 + 6' 
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50. 



A. Einfachere Gleichnngen homogenen Charakters. 

x^y = (a — xf 
xy^ = (b — yf 
aYa 



L, x = 



yä+Yb' ^"Yä+yb 



Man zieht die Kubikwurzel^ bringt die Unbekannten 
nach links und dividiert die Gleichungen durch einander^ so 
findet man leicht 

^ = ^ (vgl. 13,). 

y bYä ^ * ^^ 



60i. 



x^=(a — xy (h — y) 
y^=(a-x) {b-yy 

L. x = 



aYb __ byb 

Yä+yb' ^"Ya + yb 



Man setze a — x = u, b — y = v, so reduciert sich diese 
Aufgabe auf die vorige. — Oder man suche a — x und 
b — y, daraus a und b selber^ so findet man durch Division 
den Quotienten der Unbekannten. — Oder man findet durch 
Multiplikation zunächst (a — x)Q> — y)=^ xy, und folgert nun 



a?=xy{a — x) 
f^xyQ) — y) 



d.h. 



^{x + y) = (^^y 

y^{x + y)^bxy 



Hieraus ergiebt sich der Quotient der Unbekannten, 
hat zu setzen x — tYäy y = t^b. 



Man 



51. 



X^+n^:::^—{X + y) 



2 



a' 

& 



j _ n(a'+&'--c») _ n{a*-b^-\-c^ 

±j- X , y — - - 

r==y(a + & + c)(— a+6 + c)(a-6 + 6 + c)(a + 6=c). 

Man subtrahiert die Gleichungen von einander, dividiert 
durch X + y und erhält zunächst leicht 

— « i « I •" U.S.W. 

y a*—b^-\-c^ 
Die in Rede stehenden Gleichungen enthalten eine inter- 
essante — übrigens auch leicht direkt nachzuweisende — 
geometrische Beziehung. 
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Sind a, b, c die Seiten eines Dreiecks, «, ^ 7 ihre Gegen- 
winkel^ so stellt die hier auftretende Wnrzelgröfse bekanntlich 
die vierfache Dreiecksfliehe vor 

r=:4 A. 

Femer ist bekanntlich 2A=» ac sin ß, also hier r»2a« sin ß, 
nnd entsprechend r » 2a& sin 7^. Zugleich gelten die Formeln 

2ac cos ß ^ a^+ c^— &*, 2 ab cos y =- a* + 6* — c*. 

Die Einsetzung dieser Werte in die Lösungen für a;undy 
fahrt zu den Gleichungen 

x = ncoty y = w cot /J, 

durch deren Einsetzung in die gegebenen Gleichungen man 
schliefslich die Formeln 

cot^y + 1 = |^(cot y + cot ßy 

cot«/J + 1 = ^(cot y + cot ßy, 
erhalt^ die ftir jedes Dreieck Geltung haben. 



52. «'-«y + y* "" b 
a^+f=2b 

jj. X — g 9 y — — ^ • 

Man verfahre nach 36 c. Nach 1.18, 8. ergiebt sich aus 
der ersten Gleichung 

y "" y8a-6- VS6-a' 
man hat also in der zweiten Gleichung zu substituieren 

X = (ySa - b +y3& - a) t, y = (/3a - 6 -ySft - a) ^ 
und ^ zu bestimmen. 



53 r(a^ + y)(^' + y')-al 

L ^y + xy^^c J 



T ya + 2c+ya — 26 ya + 2c — ya — 2c 

L. x^ ^ % , — ' g^ ^ 

2ya + 2c 2ya + 2c 

Bardey, Algebraiiohe Oleiohimgen. 5. Aufl. 14 
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Man dividiere die Gleichungen durch einander und ver- 
fahre nach 36 c. 

Für a = 1261, c = 488 ist a? = 9, 4; y = 4, 9. 

a?y + xy^=c_ 

T _ ya + ^c +ya — c ya + ^c—Ya — c 



54. 



6 



y 



6 



Man dividiert die Gleichungen durch einander. Das giebt 



Daraus nach I. 18, 8. 



xy 



a 

c 



X 

~y 



x — y V a — 



Va+Se+ya-c 



3c 

b 



U.S.W. 



55. 



yä+Yc —ya — c 

Für a = 407, c = 308 ist rc = 7, 4; j/ = 4, 7. 

jr* + y'* == öt (jtH y*) 

a?^y + a?y^ -= c (rr^ + y^ 




9-0, 



Man verfahre ganz wie in 54. 



56. 



'x^—y^ 

L. x= 



== a 



= 6 



2a — a+r 2a — 6 — » 
r-^'J'^ s- 



- für y=V'(2a-6)(36-2a), 



Man diTidiere die erste Gleichtue dnrch die zweite, so 

erhält man — ^ , , ^ = ^^ woraus — nach L 18 zu be- 

x^+y* b y 

stimmen ist. — Oder man suche zuuächst x + y^ indem man 
von der doppelten ersten Gleichung die zweite subtrahiert. 
Das giebt x + y = 2a = b. 

Für a = 8^; ^ = ^t^ "^'^^^ rc - 8, 3; y - 3, 8. 



11 



11 
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57 



r a^ + xy + y* =' axyl 



X 



Die erste Gleichung liefert den Quotienten -— (s. 36 c. 
und 1. 18). ^ 



58. 



x^ — xy + y^=ya^ — ab + h^ 



L. X 



a 



y==i 






unter Beachtung der Relation 

i*^+ y^= (^ + y) (a?^ - a;y + y*) 
dividiere man die ins Quadrat erhobene zweite durch die in 
die dritte Potenz erhobene erste Gleichung^ dadurch erhält 
man 



(p^+yy ^ («+&)' 



Daraus nach I. 18 



59. 



— =1-7-^ — ixf u. n. — = -T-' — U.S.W. 
x — y -{-{a — o) y ha 



x + y = b 



Man dividiere die erste Gleichung durch die zweite und 



bestimme 



X 



60*. [xy = a?^ — y^« a(x + y)] 

L. x^O, |(3+y5); y^O, |(l +Vö). 
61. [^y = (3-a?)^=(2-y)T 

T 9.9 



y 



T' 4, 4- 



14* 



ns 
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62. 



ax4-by 9 

7—^ = a — f/^ 

x + y ^ 






-h 



-h 



63. 



64. 



65. 



aa^ + by^ == cx^ 
cx^ — dy^ = ax 

Lr. a h 
'cd 

y = 0, 0, jiYbdihc-ad). 

Man eliminiere j/^, dann findet man leicht x. 

'10x^-9y^=2x^', 
lx^-6y^^lSx^ 

L. a; = 0, 3, - ^ 
y^ + 3a:^y = b 



Die STimi&e and die Diff6raiz der GÜeichruigeii geben 
die Euben von x + y luid x — y. 

Für a = 172, 6 = 171 erhält man a; = 4, w = 3. 



66. 



Y y Y X 



x-y 
a 



y m^ — xy 
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Die erste Gleichung lalst sich nach I. 92 zerlegen in 

1. ic — j^ =*: 2. Y^y = ^» 

Jede dieser Gleichungen ist mit der zweiten Gleichiuig zu 
.kombinieren. 

67. [x^ + y^ = arr + 6y = m*] 

L. rc = -txm ifl'^ + ^ y«^ + &* — w*) 



68. 









3(a-&) 



3(a-6) 



Man setze a; = a + ;ßf und y = b — sf. Dann wird die 
erste Gleichxmg identisch erftOlt. Aus der aweiten Gleichung 
ergeben sich für die Werte 



und —. ^ — 

3 (a — 6) 



69. 



70. 



71. 



l-\-X + X* _ o 

1 + y+y'^ 
x + y^6 

L. a? = 16, 4; y = - 10, 2. 

> + y + l ^ 3" 

y* + a; + l 2 

x — y=^l 
L. a? = 3, 2; y — 2, 1. 

3a:*-8a?y + 4y2=^0 

a;«+y* + 13(a;-y) = 

L. a; = 0,2,-^^ 



!/=^0,3, 



13 



X 2 

Aus der ersten Gleichung findet man — = « > 2. 
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''• t*- 



hxy + 3/^ + 5i» — y = 3 
L. aj=l, 3,-3+)/i3 
y=l, 3 i(-3 + yi3). 



73. 



V + y* — a (a; + y) + 2c (a — 2c) 
icy — c (a? + y) + "20^= 

L. x^2c, 0, ** 
y = 0,2c, 2 



Ol 



2 



far r = y»* — 4ac + 8c». 



Man multipliciert die zweite Oleichimg mit 2 und addiert 
die erste Gleichung^ so erhält man eine quadratische Gleichung 
för a? + y. 



[a?+y^ 
l xy- 



-(x + y)-12=^0 

2(x + y) + 8^0 _ 

L. iT = 4, 0, 3, - 2 
y = 0, 4, -2, 3. 



75. 



x* + xy — y^ x — y 

x + y = a 



T a + 6 a(a— 6) 



2 



26 



y 



a — b a(a4-6) 



2 



26 



Do, X + y gegeben ist^ so suche man x 
setze also 

x — y:^t, 
so dafs man hat 



y zuiuLchsty 



(1) 



X = 



y 



2 



Dies ist in der ersten Gleichung zu substituieren. Das giebt 

a* + 4a6-6*"" 6* 
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Dieser Gleichung wird genügt durch t==bf es mnfs sich also 
der Faktor t — b aussondern lassen. In der Tha^ ist 

bt^+(a^^b^t-a^b^O 

eine Gleichung^ der sich leicht die Form geben läXst 

{t-b)(bt + a^)^0 (s. 1.105) 

d. h. t=^by — J-* 

Dann folgen aus der ersten Gleichung die Unbekannten selber. 

76. ix^+v'=^a{x-y) = b{a?^y')-] 

L. 1. x = y ^0 

2. x^ \i ' y 66 — ' ^ = y4&*-3a». 

77. [x^+y^=xy=-x + y'\ 

L. 1. ^ = y = 0; 2.^^ = i(3 + iy3),j/ = |(3-fy3). 

In Worte gekleidet würde diese Aufgabe lauten: 

Suche zwei Zahlen^ für welche die Summe, das Pro- 
dukt und die Summe der Quadrate einander gleich 
sind. 



78. [x^^f^^^x^y] 



L. 1. a? = y = 0; 2. x^ ^j y = ^^• 

In Worten ausgedrückt lautet diese Aufgabe: 

Suche zwei Zahlen, für welche die Differenz, der 

Quotient und die Differenz der Quadrate einander 
gleich sind. 

79. ix + y^x'+y^^(x?+y'^ 

L. a: « 0, 1, 0, 1 

y = 0, 0,1,1. 

In Worten: 

Suche zwei Zahlen, für welche die Summe, die 
Summe der Quadrate und die Summe der Kuben 
einander gleich sind. 
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80. [3?+ y^^lscy^ 28 (x + y)] 
L. « = 0, 2, - 4, 7 + iYl 
y = 0, -4, 2, T-iyT. 



81. 



'x + xy + tf = 6 

x'+xy + y*=l 

L. x = 2,l,-2 + iY5 
y=l,2,-2-iy5. 

, Man sucht zunächst xy^ indem man in der ersten Glei- 
chung xy nach rechts bringt; quadriert und dann die zweite 
Gleichung subtrahiert. Das liefert eine quadratische Glei- 
chung för xy, aus der folgt xy = 2, 9. 



82. 



^x-\-y'\-h y'\-a-'b 



= 1 



2a5-f-2/ x-\-b 

x + y=-a 

T , 2a+b 

u. x = a — 0, — 



3 



, 5a+ b 



83. 



3x + y — » + b 

4cX-\-y-'b 4cX-\-y — a 3(a— 6) 

^x-\-y--b 2x-\-y~a a — Sb 

L. x = -^ay 3&; J/ = &, a — 86 

rx — l a — l n 



84. 



y-l b-l 



X' 



a' 



L. X 



== a 



6»-lJ 
b-a^ 



' ab-V 



y = h 



a-^b^ 
ab-1 



Da man sogleich einsieht; dafs x = a und y «= & der 
Aufgabe genügen^ so hat man nur eine der Unbekannten zu 
eliminieren, z. B. x, die entstehende Gleichung für y zu ordnen 
und auf zu bringen^ so muTs sie links einen Faktor y — b 
haben (s. I. 105). — Einfacher setzt man iu — 1 =» (a — 1) ^, 
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y — l=^(b—l)t und bestimmt ty Yon dem man weiiS; dab 
^ = 1 genügt. 

^^' L^(l-y*)(l-y*) = 6j 

Die Division der Gleichungen durch einander giebt 

l + y^ ^ g 

Diese Gleichung ist wie I. 262 u. f. zu behandeln. Man 
hat durch korr. Addition 



Hieraus folgt y, wie angegeben. Ferner hat man hieraus 



Dies ist in der zweiten Gleichung zu substitiiieren. Dann 
erhält man x. 

86. [a^+a.y + y» = ^. = A] - 

j _ ya + 2b+ya-2b _ ya + 2b-ya-2b 

2ya+& 2yH^ 

Man bestimme zmuchst — aas — -^-^ = -r- (s. 36 c). 
I y xy h ^ ' 

o = 3952, 6 = 1824 geben « = ±6, ±4, 6», 4»; 

y=±4, ±6, 4*, 6i. 



g,^ r x'+«y+y' ^ ai'+y' ^ «y"| 



6 






^•fe 



x\y 



(f+f)-«'+y] 



2ya--2b 2ya + 26 



218 ^' f^infachere Gleichungen homogenen Charakters. 

89. ra:*_3^=-^,= JLI 

L ^ x^ + y^ 2xyJ 

Für a = 800, 6 = 480 hat man a: = ± 3, y = ± 1. 
Aufserdem giebt es noch 10 imaginäre Wurzelpaare. 



90. 



x + y 



L. 1. ^ = i^^^^i^H« , y 

2y3a~6 

2.x=^y=^yb. 



2|/3a-6 



Man dividiere die Gleichungen durch einander, hebe 
und bestimme zunächst 



x + y _-i /Za — b , X _ j/Sa — 6 +1/36 — g 



91. 






j _ |/a + 3&+ya-& _ |/a + 3&~yCT-6 

2yä+2h 2ya + 26 

Für a = 133, b = 114 ist a: = ± 3, ± 2, 3i, 2i] 

y=±2, ±3, 3i, 3i. 

Man dividiere die Gleichungen durch einander. Das 

giebt, da sich x^+ xy + y^ forthebt, 

x^—xy-\-y^ « 

xy h 

woraus durch korr. Addition und Badicierung folgt 



^j=y^-«---(«-i-i8)- 



X 

x-y 



Stände in der ersten Gleichung — x^y\ so hätte man in 
der zweiten Gleichung xy nach rechts zu bringen und dann 
zu quadrieren. Das gäbe mit Benutzung der ersten Gleichung 

für % die Gleichunf 

a + 2.;V=^,-26. 
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92. 



<x?+y 



8 



a 



a^y — xy^ = 



b 



x+y 



T _ Va + ^b+ya-'b Va + Zb-ya-b 

"~ 2|/(a + 3&)(a-6)' 2V(a + 3&)(a-6) 

a F= 189, & = 180 geben a; = ± 5, ±4, 5f, 4t, 

y= ±4, ±5, 4i, 5i. 

Man kann der Lösung auch die Form 



X 



geben, welche für die logarithmische Berechnung geeigneter 
ist. Die Gleichungen haben 16 Wurzelpaare. In der speziellen 

Aufgabe sind nur 8 angegeben. Es sind für Yl nur 4 

Wurzeln benutzt: ± 1, ± i, nicht auch ± — —^ und ± ~* 



[x^—y^=a 
xi^—y^ = h(x + y)_ 



y2 



y2 



L. 1. 0? = 



y2a-&+}/3& + 2a __ |/2a~& -y3&-~2a 



2V3fe-2a 



2t/36^ 



2a 



3. a; = 0, y = 0. 



94. 



a;*j( + xy 



2 



a 



a^y + xy*=^b 



j y^a-2b+y2b'-a 

Li, X '^ 10/ y 

2y(a-6)>(3a + 25) 



y3a-25-V26-a 
2^(a-6)«(3a~26) 



96, [; 






\ r 3a-26/2j/a-6 

/^ i/26-a\3a — 26 



2. iu = y = 0. 



SSO 
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96. 



■(f + f ) (» + i') - 



X* . y* 



+ ^ = 6 
y OS 



3 8 



97. 



98. 



a = b, 6 = 3 geben ^ == -ö^ tJ y = — ' — 

Vy + iry^ = a (ic* + j^^' 

L. a; = 0, a, ^(a + V^ai-a*) 
a;y(jr + y)=a 



^ (a-y2ab-'a^). 






99 



• [f-l-^^^y^^ + ^^l 



L. a? = 0, 



a-l' 



y = o, 



2 



a + 1 



100. [f + |- = «^y = ^ + »] 



2. a; = y = 0. 
a = - giebt a? = — 5, 2-> 0; y^ 2^f — 5, 0. 



101. 



X 



2 



J^'= 



a 



x + y 
C(? — y^ = }) 



JLi. 3/ —— a , 9 y -~~ 



102*. 



2^45-3« "^ 2^45-3« 

(x — y) {x^ — t/*) — 6 

j _ y2a--&+vT _ y2a-5--y&" 

JLi. t4/ — g ^ y y "~~ fl , * 



2y2a-h 



2^2a-5 
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103. 



104*. 



L(-»)(f-f)-»J _ 

a = 17, 6 = 9 geben a? = y^ 5 ; y ^ 5 > y 

(a? + y) (a?* - y*) == a" 



2^26-» ^ 2V26-a 

105. [«y = M = ^'] 

L.a:=0,i(a-?.)(l+l/^) 



18 12 



12 18 



106. 



,-o,i(«-»)(n.}/i|=2). 

a = 25, 6 = 7 geben Ä; = 0,y; y; y«0,y; y 
i»9(^ + y) = « 

T « + *• 



, y = 



a — r 



V2(a«-r») ^ f/2(a«-.0 






107. 



108. 



^(iT*— icy +' y^ yx^ + y* = 6_ 

Dividiert man das Qaadrat der ersten Gleichung dnrch 
die zweite Gleioliai^, so erhSlt man 

i+y+y' - «* 
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woraus y leicht zu finden ist. — In Worten heilst diese 
Aufgabe so: 

Gesucht werden das erste Glied und der 
Quotient eii^r geometrischen Reihe von drei 
Gliedern; wenn die Summe dieser Glieder den 
Wert a und die Summe ihrer Quadrate den 
Wert b hat. 
Dann ist x das erste Glied und y der Quotient der Reihe. 



109. 






a 

y 

h 



L. X 



yda-b+ysb-a _ ySa-b -j/Sb-a 
2|/4(3a-&)(3&-a) 2^4:{Sa-b){Sb-a) 



110. 



X 



8 



-»•-»n 



y 



+y 



ir+r 






L. X 






2^16 (3a~ 6) (35 - a) 2'f^l6(3a-6)(36~a) 

Die Division der Gleichungen durch einander liefert 

rc' + icy + y* a 



111. 






^ = -T- U.S.W. 



112. 



^ _ 5^ y3a-l+y3- -a _ &^ y3a-l-y3-a 

2 ^(3a + l)(3 + a) ' 2 y(3a_|_i)(3_|_a) 






-6 



y = 2 ly 353^ -y 3^35J y-T- 



113. 
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\yYy xyxJ 



\y ^\yVy ^VxJ J 

y = i (a - 6) Y^r^ (—L=. - — L^^i . 



114. 



a;« - 2icy + 3 j/« = 3 (a; - y) 
2a;* + xy — y^=9(x — y) 



10 



L. a; = 0, 2, V 



y=-o, 1, 



3 
8 



a. Man dividiere die Gleichungen durch einauder^ . d. h. 
man eliminiere x — y. Aus der entstehenden Gleichung 

a?*-7icy + 10y*=0 
folgt 



X 



= 2,5. 



Setzt man demgemäfs erstens x == 2y, zweitens x=^by 
in einer der gegebenen Gleichungen ein, so erhält man 
zunächst die oben angegebenen Werte für y und daraus die 
entsprechenden Werte für x. 

b. Durch Addition der beiden gegebenen Gleichungen, 
die man zuvor mit den Faktoren a und ß multipliciert hat, 
bilde man die Gleichung 

a {a?^ 2xy + 3y*) + ß {2x^+ xy - y*) 

= (3a + 9j3)(a:-y). 

Setzt man y = x, so verschwindet die rechte Seite dieser 
Gleichung, bei dieser Annahme muTs aber auch die linke 
Seite den Wert Null, annehmen, d. h. es mufs 

2ax^+2ßx^==0, 2a + 2ß^0, « = -/J 

sein. Man setze demgemäfs 
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d. h. man ziehe die erste Gleichung von der zweiten ab^ 
so findet sich 

x^ + ^xy — 4y*=* 6 (a; — y) 

(1) (a?-y)(« + 4y) = 6(a;-y). 

Hierauf folgt durch Zerlegung 

1. o; - y = 2. a: + 4y = 6. 

Diese Gleichungen sind mit einer der gegebenen zu kom- 
binieren. 

c. Man er^inze die beiden ersten Glieder in den Glei- 
chungen zu einem Produkt^ das einen Faktor x — y hat. 
Das ist immer sehr leicht. Man erhält so 



{x -y)(x-y) + 2y»= 3 (a? - 
(x-y)(2x+Sy) + 2y' 






Durch Elimination der nicht mit dem Faktor (x — y) behafteten 
Glieder, die hier sofort durch Subtraktion der einen Gleichung 
von der anderen zu bewirken ist, gelangt man leicht zu 
einer Gleichung, in der überall der Faktor (x — y) auftritt 
Es ist die bereits unter b. angegebene. 

Einen der drei hier angegebnen Wege wird man auch 
zweckmafsig bei den folgenden fünf Aufgaben einschlagen 
könn^i. 



115. 



116. 



117. 



x^+ 4:xy — 2y*= 5 (x + yY 
^ bx^— xy — y*= l{x + y) 

L. a; -= 0, 3, - 4 
y = 0, 2, -12. 

2x^-%xy=^^{x-2y) 
^ x^-^y^^6{x-'2y) 

L. ic = 0, 3; y = 0, 1. 

2x^-y^^U{x-y)\ 
a;*— 2y*=Ä; — y J 

L. a; = 0, 3, 15 
y = 0, 2, -10. 



•] 
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118. 



(2x + y)(3^ +y)^2S(x + y)_ 
L. ä: == 0, 3, — 

y = o, ~2, - 



_6^ 
12 



Man föhre die Multiplikationen links aus und yerfahre 
wie in 114 



119. 



\2x - 3y) (dx + 4y) 
(dx + 2y) (4tx - Sy) 

L. iT = 0, o, 



39 {x - 2y) 
99 (a; - 2y) 



65 



y = 0, 1, 



399 
65 



X 



Man findet zunächst — 

y 



= 3,- 



53 
21 



Die weiterhin folgenden Gleichungen haben das gemeinsam, 
dafs man, um zu den Werten für x und y zu gelangen, in 
der Regel erst x^ + y^ und xy zu bestimmen sucht. Bei 
einem Teile der Aufgaben ist einer dieser beiden Ausdrücke 
direkt gegeben, die nächste Operation besteht in der Be- 
stimmung des zweiten, in anderen Fällen hat man schon für 
die AufGndung des ersten dieser Ausdrücke gewisse Um- 
formungen nötig. 



120. 



.8 



S 



x^+ y^=a 



x^ + y^ 



X' 



y 



= 6 



x-y 

X'\-y 



2 



L. x=^\{yi - 3 + r +1/36 - 1 - r)]/^ 

j/=l(y6-3 + r-.y36-l-r)]/^ 

r = >^9(&- 1)^+46. 

Schreibt man die zweite Gleichung in der Form: 
(a;*— xy + y^) (x + yy=- b (x^+xy + y^) (x — yY 



Bardey, Algebraisobe Oleiobimgen. 5. Aufl. 



15 
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und setzt darin x^+y^=ay so hat man 

(a - xy) (a + 2xy) = 6 (a + xy) (a — 2xy), 

eine quadratische Gleichung f&r xy, welche 

_ a(-6-l + r) 
^^"" 4(5-1) 

liefert. Dieses Ergebnis ist mit der ersten Gleichung in der 
bekannten Weise zu kombinieren. 



121. 



x^ hx — ay 

y^ ax — by 

x^+ y^=c 



y =|(T/2a - 6 + r - l/2a + & - r)]/^ 

für r = >/8äM^. 

Man befreie die erste Gleichung von ihren Nennern, 
indem man schreibt 

a(a^ + j^) — bxy {x^ + y^) = 0, 

also vermöge der zweiten Gleichung 

Die Kombination dieser Gleichung mit der ins Quadrat 
erhobenen zweiten Gleichung liefert leicht eine Gleichung 
für xy. 

Bei Anwendung der korr. Add. auf die erste Gleichung 
nimmt die Aufgabe die Form 120 an. 

x^+ y^=a 



122. 



x^+y^=2bxy 

L. x=^-^(ya — b + r +ya + 6 — r) 
y^^^iVa -i + r—ya + h — r) 



, r = y2a^+bK 



Lösung ähnlich wie bei 121, durch Quadratur der ersten 
Gleichung und Elimination von ix^+ y^ gelangt man zu einer 
Gleichung- für xy. 
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123. 



'^ + yl = a*-2ah-b^ 

y 



X 



1. x=\{y{a + 6)6 +/(« - 35)6) 
y =i(>/(a + 6)6 -y(a- 36)6) 

2. a; =i(-j/a(6 - a) + ya(6 + 3a)) 
y = i(ya(6 - a) ->/a(6 + 3a)) 



Durch Heranfmultiplikation mit den Nennern nimmt die 
erste Gleichung die Form der zweiten Gleichung in 122 an. 
Quadriert man die zweite Gleichung nach HerüberschafiPung 
des Gliedes xy auf die rechte Seite, so liefert die Elimination 
Ton a^ + y* eine Gleichung fftr xy. 

Man findet hier zuiüichst xy — 6*, — o', dies Ergebnis 
ist mit der zweiten Gleichung zn kombinieren. 



124 



x*+y*= (2a* - 5*) (a^ + y^' 
x''+ xy + y'— a{2a — 6) 

1. X = Uyb + y 4a - 36) i/2ö^^ 



y=i(y6_y4a-36)i/2ä^^ 
2. a; = |l/2a(a - 6) + iy 2a(a + 6) 
2^=|y2a(a-6)--|y2a(a + 6). 

Man findet hier zunächst xy 2a' + Sab - 6«, - a5. 



125. 



X y ab 
a;«+ya=a» + 6« 



Durch Quadratur der ersten^ zuvor mit xy multiplicierten 
Gleichung und demnächstige Kombination mit der zweiten 

15* 
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« 

Gleichung erhält man für xy eine quadratische Grleichung^ 
deren beide Wurzeln das Produkt 

ia^ + b*)a*b* 

ergeben müssen. Die eine Wurzel ist offenbar ab, denn 
durch die Annahmen a? = a, 6; y = h, d wird die gegebene 
Gleichung augenscheinlich befriedigt. Der andere Wert 

für xy mufs dann gleich 

{a^ + b^ab 



sein. 



126. 



{a + by 



V— xy + y^^2a 



L. x^^{Va + r +l/|(7a - r)) 



, r=ya^+UK 



Man quadriere die untere Gleichung und eliminiere x^ + y^ 
unter Multiplikation der oberen Gleichung mit xy, das 
Ergebnis ist eine Gleichung für xy, deren Lösung mit der 
zweiten gegebenen Gleichung zur Auffindung von x + y, mit 
der ersten zur Auffindung von x — y zu. verbinden ist. 

x^— xy + y^= 2a 



127. 



3(^'-'X^y^+y^ = 2b 
L.x= |(-/5a + 3r + "/a - r) 
y =-|(y6öt + Sr-Ya - r) 



, r=]/3a2-6. 



Man quadriere die erste Gleichung^ nachdem man xy 
nach rechts gebracht hat^ eliminiere dann aus der so erhaltenen 
Gleichung und der zweiten gegebenen Gleichung a:* + y^, das 
Ergebnis ist eine Gleichung für xy, deren Kombination mit 
der ersten Gleichung x+ y und x — y liefert. 

x^+ xy + y^=2a 



121,. 



Ux^^iVda^-b^+Ydb'^a'^) 
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a. Maa verfahre nach 127. 

b. Die Öivision der zweiten Gleichung durch die erste 
liefert 



x^—xy + y''=' —-f 



2_ 



26' 



a 



femer ist 

2(i» + yy=S(x' + xy + y^ - (x^- xy + y^) 

2(x — yy= 3(a;^— xy + y^) — (x^+ xy + y^) u. s w. 

x^ — xy + y^^d 



127,. 



(x^ + ^^y^ + y* = c 






128. 



Man kann nach 127 yerfahreii oder die Gleichung 

{x*+ xy + y^) (x^ —xy + y^) = (a:* + y^Y — ä;V*= ^ + ä:*^^ + y* 

benutzen (vgl. 127i). 

x^— xy + y'^^a^ -- ah + V 

L. a? = ± a, ± 6, |(l/4a2- 7a6 + 4P + -j/^) 
y = ±i, ± a, |-(y4a^ - Iah -f- 46« - y^). 
rc« + icy + y«= a« + «6 + 5« 

L. ä; = + O; +6; —h, — a 
y = + h +o, — a, - 6. 
Verfährt man nach 127i, so erhält man leicht 

^ = |(±(a + 6)±(a-6)) 
y-U±(a + h)±{a-h)). 



128i. 



129. 



ajs^y» a« + &' 



_a?« + 0?!/ + y«== a« + a6 + 6^ 
L. 1. x = ±a, ±h 

y = ±hy ±a 
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2. « = |(y2a»-a& + 2&» + *y2a» +ab + 21')]/^^^^, 

y = ^(V2a>-ab + 2b> - *>^2a' + «6 + 26«)]/g±f|±|-;. 
Man setze in den gegebenen Gleichungen 

xy = v ab = ß. 

Dann hat man 

I^a _ ^i; « i;» = ^ ^ (^ _ v) 

u + v = a + ß 

Diese Gleichungen sind nach 68 zu lösen^ indem man u = a + is 
und v = ß — setzt. Oder man dividiert die erste Gleichung 

durch die zweite und sucht —• Dies liegt besonders nahe^ da 

man leicht einsieht; daTs eine Lösung in der Form — =" |- 

auftreten mufs. Man erhält 



u 

V 



ß a 



u = a^ —■ 



a^ß 



130. 



v = ß. - — -~- u. s. w. 

'^' a — p 

Würde die zweite gegebene Gleichung lauten: 

x^--xy + y^^^a^— ab + b^, 

so lieise sich diese Aufgabe auf 128 reducieren. Die Lösung 
würde dieselbe sein. 

' x^+y^=a(x + y) ' 
a^+f=^2b(x + y)\ 

L. ^ = I (■)/4a - 3(36 + r) + ]/36 + r) 

2/ = |(y4a-3(36 + r)->/36T7) 

Dazu kommt noch x = y = 0. — Man dividiere die erste 
Gleichung durch x + y, bringe xy nach rechts und. quadriere^ 
so findet man leicht eine Gleichung für xy. 
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131. 






Ä* + 2/* 



132. 



x^ + y^ 
L\ X = \{yh + r +T/2a-6-r) 

j/ == l(-)/6 — r — ]/2a — 6v— r) 
2a— 6 



,r=y(a — 6)(5a — 6). 



L. rc = ± a, 



>/3 



3 
a— 25 



oder 



Man verfahre wie in 37. Man findet zunächst 

, 2a*-5a5 + 2&> 



X 

y 



a ^a — h 



b a — 2b 

L. wie in 132. 



U.S.W. 



134. 



x^— y^=a 

x + y c 



x — y a5*+2/* 



T l/2ac — a* + a ■l/2ac — a* — a 

L. a? = '^ , ^ - >, y = il-j— 

2y2ac — a* 2y2ac — a* 

a = 40, c = 145 geben a? = ± 7, ± 3i; y = ± 3, ± 7i. 

Hier kommt man am einfachsten dadurch zum Ziel, dafs 
man die Gleichungen durcheinander dividiert und dami korr. 
Add. anwendet: 



135. 



X 

(5 

■ ,2 



*-\-y* c x-\-y -\/2c — a y2ac — a* 

Tä — — 9 — 1/ =^ U.S.W. 

— yr a x--y r a a 



X 
sa—y 



y^^a 



==c 



X V4ac — 3a* + öt V4ac — 3a*--a 

L. x=^^—r- ^ y y = ^^^-z=zz=- • 

2y4ac — 3a* 2y4ac— 3a* 
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136. 



(^ + yYip^ — ») = c 



^■'-m+'V^'-m-ny 



Man setze x + y =^ 0, also x 
leicht aus der zweiten Gleichung. 



a 



y = —9 so ergiebt sich 



137. 



ic« + y»» = a 



Man setze entweder j/ = — in der ersten Gleichung und 

suche ^; oder man erhebe die zweite Gleichung zur ntes 
Potenz und suche in der bekannten Weise aus Summe und 
Produkt die Differenz ic" — y*». — Noch einfacher setzt man 
af^—- y^=: 0* dann hat man wegen der ersten Gleichung 



n / 



r== 



a — «r 



Dies, in der zweiten Gleichung substituiert, liefert = r u.s.w. 
138. ^'+y' 



L. X 



y 






+ 6b + r 



+ 6h + r 






Wie in 120 u. f. xy gesucht wurde, wenn a^ + y*, gegeben, 
so sucht man hier a:^ + 9^ da xy = h gegeben ist. Man setzt 
also a^ + y* am besten gleich einer neuen Unbekannten, 

(1) a^+y*=2, und hat xy = b. 
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Das giebt zimächst 

(2) a?*+y*«g«-26l 

Hebt mau daher in der ersten Gleichung links dnrch x + y 
und substituiert aus (1) und (2)^ so geht dieselbe Über in 



woraus 



« = 






a. 



2 



Dann folgen aus (1) die Unbekannten selber. 

xy = h 



139. 



—Kr 



2 

+ U + r 



+y- 



~55 + r 



) 

_ya-6b + r^ 



140. 



r=y(a-by + 8b\ 

xy = b 
h.x = Uya +2h +r +ya + 2b +r 



= ^(Ya + 2b + r -Ya - 2b + r 



, r=y'a» + 2&«. 



141. 



= 2o 



»y = 26 
L. a; = ^(yo + 6b + r +Yä~— Sb + r) 

y = ^(Ya + 5b + r —Ya — Sb + r) 
r=Ya^+10ab + öb\ 



Bei deu hier folgenden Aufgaben, in denen samÜich der 
Wert von x±y gegeben ist, kann man durch Substitution 
zum Ziele kommen, indem man unter Verwendung des 
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Wertes von x ± y die eine der beiden Unbekannten mittels 
der anderen ausdrückt. Noch mehr empfiehlt es sich; zn dem 
gegebenen Werte von x±,y den Wert von x"^ y z\k such^ 
was z. B. auf dem bei 142 angegebenen Wege erreicht werden 
kann. 



142. 



x + y=-a 



L.«-i(»+]/5l±r) 



> r=ya*- 16 6. 



Am einfachsten führt man x -- y = z 2Üb neue Unbekannte 
ein^ hat also 

''x + y=-a 

X — y== z 



d.h. 



(1) 



x = 



a — 



2 y= 2 

DieS; in der zweiten Gleichung substituiert, giebt 



(a«-.j»V=46 
z 



-V^ 



+ r 



woraus sich nach (1) die Werte der Unbekannten ergeben. 

x + y = a 



143*. 



L. ic = |(a+l/2r-3a») 



; r=y2a*+26. 



Setzt man hier 



0? = 



a-f ^ 



y = 



a— Ä 



2 ^ 2 

SO liefert die zweite Gleichung eine quadratische Gleichung für z^. 



143i. 



x + y = 12 
ic4+y*=3026 

L. ä; = 7, 5, 6 + iyWi] y = 5, 7, 6 - tVm 
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144. 



Man setze a; = 6 + «, y = 6 — 4!. 

X + y = a + b 
(i* + y*=a*+b\ 

L. a; = o, b, |(a + 6 + iVla' + lOab +1V) 

y = b,a,Ua + b- iy^Tc^+Wäb+W). 



145*. 



x + y = a 
L. X = ^(a +y2r - a') 



l/a^ + ib 



Die Substitutionen 



x = 



2 



y = 



a 



fQliren die zweite Gleichung in eine für z^ quadratische 
Form über. 



145i. 



L. 0^ = 3, 2^(5 + iT/Sl); 2/ = 2, 3, i(5 - iysT). 
Man setze x = -^(b + z)^ y = -^(p — z). 
x + y==a 



146. 



o; 



^- + 1 = A 



L. a: = y(a + ]/(r~6)(r-36)) 
y = i-(a~y(r-6)(r-36)) 



, r=ya^+b\ 



Hier wird man am einfachsten xy suchen^ indem man 
die zweite Gleichung mit b^x^y^ multipli eiert, die erste 
Gleichung quadriert und dann x^+ y^ eliminiert, wobei sich 
eine quadratische Gleichung fiir xy ergiebi Man findet 
xy=:b(r-' b). Dann liefert die zweite Gleichung 

x^ + y^=^(r — by u. s.w. 
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147. 



148, 



x + y — a + b 
L 4. JL ^ 1. + 1. 

L. a; =. o, h, ^ (l + yl +sr|^) 
,.5,«,i±^(l-|/iT^,). 



x + y=^a + b 



L. ir = flf, 6, , > — 



a — & 



5(a + 5) 
a — 6 

Man findet zunächst a? — y = ± (a — 6), ± _, • 

Um sich die Bechnimg zu erleichtern^ setzt man a + 1=^19^, 

1 1 

a — 6 = w, X — y ^ z, a =^ — {m + n)^ h = y (w -- »), 

/p = — (m + ^), y = Y(m — jgf). Da man weiTs, dafs B^=n^ 

genügt; so verfahrt man nach I. 105. — Oder man dividiert 
die zweite Gleichung durch das Quadrat der ersten Gleichung 
und setzt 



so erhält man 



xy 



= M, 



ah 



= 2^ 



— i — T = S — I' d. h. W =s= -f. gr; 



also 



149. 



1. — t-^ = T ; d. h. — = ^, — (s. I. 165) 
xy ah y h a ^ ^ 

2. — '-^ :^ X— ; d.h. — = — =-? U.S.W. 

xy ah y h a 

X + y=^a 

j a + 5 a — h a{a-]-h) aja — h) 

^' ^ 2~' "~2~' 26 ' 2& 



y = 



a — 6 a + 6 
-2-' -2-' 



a{a — h) a(a-]-h) 



2h 



2h 
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Man findet zunächst x - y = ±b, ± 



a' 



150. 



g' — agy + y» _ ^ l / ^V 



X — y^b 



L. 0? = ^— ; 



y = 



a — & 



a + 6 6 f^/a^+16b^ A 



Man hat hier zunächst x + y ^ is zu bestimmen, 
findet fiir z die Gleichung 

Hieraus durch korr. Add. 

1 ^^^a^^O 2 ^Ha' + 6&'_ 1 



Man 



a»-6ä 



161. 



a; + y = a 

a?*+y* ^ a;y 



L. a; = 






152. 



2 \-^ "^ r 3a+25 y 

L.a; = 2, 1, l(l + i]/I) 



, r = V'«''-4a6 + 86' 
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153. 



154. 



155. 



156. 



g' + y» _ m 



L. « = 3, -1, l + 3*y^ 
--1, 3, l-3*)/I. 



V + y^ __ 122 

L. x = S, 1, 2 + Yiy5 
= 1, 3, 2-|iy5. 



fL 
y 






211 






y = 2,-3,-^ 




-0- 



ä;^ — iTj/ + j/^= 13 (x — y) 
Äjy = 12 

L. ä;=4, -3, 4y3 + 6 
y = 3, -4, 4|/3-6. 

Wenn man die zweite Gleichung von der ersten sub- 
trahiert; erhält man 

(x-yy=13ix-y)-12, 

d. h. eine quadratische Gleichung für x — y. Man findet 

a; - y = 1, 12. 

Dann ist noch x + y zu suchen. Indem mau die zweite 
Gleichung mit 3 multipliciert und zur ersten addiert, hat man 

(a; + 2^)*=13(a;-y) + 36, 



also 



1. 



x — y=l 
x+y=±1 



2. 



' x-y'=\2 
a; + y = 8l/3 



157. 
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OE^ — xy + y^ = a^ — ab + b^ 



158. 



^•^ = ^'*' 4(a+I) V^+V a>-a5 + &' j 

Aufl der Eombination Ton a^ + xy + y^ und a^ — a;y + y* 
ergiebt sich (x + y)*, so dals man fdr x + y die Gleichui^ 
erhält 
(1) 2(a; + y)» = i(^^±|^(a; + y)-(a«-a& + 6^. 

Da ma«n ans den gegebenen Gleichungen sofort ersieht^ dafs 
X + y = a + b sein kann^ so mufs man nach I. 105 aus (1) 
sofort erhalten 

x + y = a + b, ,(^^^) ' 

■5a?*-6a;y + 5y^ = 29" 
lic^-Sxy + ly^^AS 

L.x=±3, ±2 

y = ± 2, ± 3. 

Man schreibe die gegebenen Gleichungen erstens in der 

Form 

öix + yy- 16a;y-29 

l(x + yy-21xy^4S 

und eliminiere aus beiden Gleichungen die Gröfse xy, man 

erhält 

(x + yy^2b (x + y)^±6. 

Dann gebe man den Gleichungen zweitens die Form 

5{x — yy+4cxy=- 29 
l{x-yy+6xy^4:3 

und eliminiere ebenfalls xy, worauf man hat 

(a; - y)2 « 1 (x-y)^ ±1 

Nunmehr kombiniere man jeden der beiden Werte f^r x + y 
mit jedem der beiden Werte für x — y u.s.w. 
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158i. 



"19a^-26a;yH-19y*=91 

47 !C»- 26xy + 47 y» = 91 (a; + y). 

L. aj - 3, 2, y; Y 

Ma«n multipliciere die Qleichungen mit solchen Faktoren, 
dafs bei ihrer Addition links (x + y)^ anftriU. Als solche 
Faktoren finden sich — 15 und + 8- Dann erhalt man, wenn 
man durch 91 hebt, 

(^ + yy«8(^ + j/)-15, 

woraus sich a? + y = 5, 3 ergiebt. — Zur Auffindung dieser 
Faktoren kann man zwei Wege einschlagen. 

a. Der Faktor fär die erste Gleichung heiTse u, der für 
die zweite v, dann mufs nach Addition der Qleichungen der 
Faktor von xy das Doppelte des Faktors von (x? + y^, also 

- 26w - 26t; = 2(19te + 47t;); d.h. - 120t; = 64m, 

u\v— — 15:8 
sein. 

b. Man verfahre nach 158, indem man die gegebenen 
Gleichungen in der Form schreibt 

19(a; + yy-64icj/«91 

47 (ic + yy - \20xy = 91 (ic + y) 

und eliminiere die Ghröfse xy^ indem man die mit 15 multi- 
plicierte erste Gleichung von der mit 8 multiplicierten 
zweiten abzieht. 

159. [a?+y^^ 8xy ^ 14 = 22xy - U(x + y)] 
L. a; = 5, 1, 3, 1 
y = l, 5, 1, 3. 

a. Man verfahre nach 158 b, indem man die gegebenen 
Gleichungen in der Form 

{x + yy-=10xy-14 
(x + yf= 24:xy — 14 (a; + y) 

schreibt und die Gbröfse xy eliminiert. 
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b. Die Gleichsetznng der beiden Werte fttr jr* + y* giebt 

Uxy - U(x + y) + 14 = 0, d. h. 
xy — (x + y) + 1^0 oder (x - 1) (y - 1) = 0. 

Man hat also 

1. a;-l=:0 2. y-l = 

mit einer der gegebenen Gleichungen zu kombinieren. 

160. [pi^+y^=^10xy-5{x + y)^5(xy-l)] 
L. a?«3, 1, 2, 1 

y=l, 3, 1, 2. 

161. lcif^+y^=^(x^'-'jxy + 4y^==lS(x + y)] 

L. a: = 0, 4, 1, 4, 3 
y = 0, 1, 4, 3, 4. 

Die Gleichung des ersten und des dritten Ausdrucks ergiebt 

(a: + y)((x^—xy + y*) = 13(a; + y), 
also entweder 

X + y =^0 oder a:* — a:y + y*= 13. 

Diese beiden Möglichkeiten sind mit der Gleichung 

4x^ — jxy + 4y2= 13(i» + y) 

zu kombinieren. 

Die Verwendung von ic + y = -0 liefert x^y = 0. 
Die zweite Kombination ist nach 168 zu behandeln^ sie 

Hefert die vier übrigen Wurzehi. 

Die Aufgabe ist übrigens vom sechsten Grade^ die Wurzel 

Null zahlt; wie leicht zu sehen^ doppelt. 



162. 



f — xy + y^ = 'b(x — y) 

A »• — a/l Ar — 6a A 



Bardey, Algebntlfohe GleiohimgeiL 5. Aufl. 



r=yäF+iab. 



16 
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Ma«n suche links durch die Kombination der Qleichungen 
(x — yY herzustellen (s. 127i b). Zu diesem Zwecke multi- 
pliciert man die zweite Qleichung mit 3 und subtrahiert von 
ihr die erste Gleichung. Das giebt 

2(x - yy^ 36 (x^y)^ ^{x - y)», d. h. 

1. x-y^O] 2. 2(x - y) = 36 - ^(x - j/)l 

Die letzte Gleichung liefert x — y = r — a. Dies ist in 
den gegebenen Gleichungen zu substituieren. Dann erhält 
man aus der Kombination der Gleichungen leicht x + y. 

'(pi^ + yy=a(x^+y^) 



163. 



xy = b(x + y) 



Dazu kommt noch rr = j/ = 0. — Man findet, indem man 
(äj + yY aus x^ + y^ und xy bildet, zunächst o? + y = 0, 

x^y + xy^=a 



164. 



a:« "^ y« h 



^^^-=i(i+}^)V^^F+^) 



-ii^-VlS)V^a(F+T) 



, r=]/9 + 



4a 



Man kubiere die erste Gleichung xy{x + y)^a. Das 
giebt mit Benutzung der gegebenen Gleichungen 



^y(^+3«)=«'. 



Diese Gleichung ist quadratisch för x^y\ Man findet 
(1) 



^Y^^^r^S) 



2 



Diesen Wert substituiere man in der zweiten mit x^y^ 
multiplicierten Gleichung, und zu der dadurch entstehenden 
Gleichung 



^* + J/' = -4-^ 
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addiere man die mit 3 multiplicierte erste gegebene Qleichnng, 
dann erhält man nach Ausziehong der Kubikwurzel 

(2) rr + y=iV4a(r + 3). 

Jetzt ist noch x — y zu suchen. Um direkt die oben an- 
gegebenen Formeln fQr die Unbekannten zu erhalten, hat 

man aus (1) und (2) mit Benutzung von -y »r*— 9: 






{x + yy r 4a(r + 8)* r + 8 

Hieraus durch korr. Add. nach I. 18 



x — y 1 /r — 5 

x-\-y V r-fs' 

also wegen (2) 

Aus der Kombination von (2) und (3) folgen die angegebenen 
Formeln für die unbekannten. 



166. 



x^y + xy^— a^b + ab^ 

-4-- = - + - 



L.:,-a.r,,-^{l+y^§mW+i' 



Die Gleichung für xy, die wie in 164 gefunden wird, 
ist nach I. 105 leicht zu lösen, da man weils, daßs x^y^ = a^b^ 
genügt. Man erhält 

, (a 4-1) ab 

xy = ab, — ; ' 9 

was mit der ersten Gleichung zu kombinieren ist. 

Die imaginären Wurzeln, welche y (a + 6)' liefert, sind 
oben nicht angegeben worden. Im ganzen treten zwölf 
Wurzelpaare auf, von denen indessen nur vier reell sind. 

16* 
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166. 



aj' + y' 

■i + i 
.X y 



— i 



i.._i±-^'(i+y^^|Sr) 



y = 



a + 46+r 






r=rya»~4a6 + 86*. 



Man suche zunächst xy. Man multipliciert die beiden 
Gleichnngen mit einander^ hebt durch x + y und eliminiert 
dann überall x^ + y* und a:* + y* vermöge der Relation 



SixS 



X 



*+y*=^-2a:y, 



die man aus der zweiten Gleichung ableitet. Mit dem Werte 
von xy hat man dann auch x + y aus der zweiten Gleichung. 



167. 



V+f = a{x + yy 
xy=^b(x + y) 



L.,,^0/^ + V^ + T^ 



2b' 



y 






Indem man das doppelte Quadrat der zweitei 
mit der ersten Gleichung kombiniert, erhält man 



(1) 

(2) 



3?-yi= {x + y)y'o-26» 



Die Gleichung (1) zerfällt in 

1. a; + y = 2. x-y =ya-2V. 

Diese beiden Gleichungen sind nach einander mit der 
Gleichung (2) zu kombinieren. 



1 



168. 
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2 



y 



_f. a + Va(a'-&)-V2ft-a' 



169. 



a^ + 10a;*y* + y* = «(« + y)* 
2ajy — 6(a? + y) 

L. a; = 0, i(6 +ya - 2&« + i/o - 36») 
» - 0, i(6 + YiT^W -Ya- 36«). 



170. 



a;y+y(l-a^)(l-y«) = « 
a^+ y'=h 



Man schaffe ans der ersten Gleichung die Wurzel fort^ 
so findet man mit Benutzung der zweiten Gleichung 

a^ + b-l 



2xy 



a 



DieS; mit der zweiten Gleichung kombiniert; liefert 

/ . \8 ab + a^ + b — l / v« ah — a* — h 4-1 

(x + yy -^—^ y (x - yY^ ^-— ^ U.S.W. 



a 



171. 



X 



^y + ^ =* öt (a;* + y^) 



X 



_^y - y = & (a^* + y')_ 



j l+yi-(a + hy -\/ä+b 

V«« — ii« ^ V a — b 



Die Division der Gleichungen durch einander liefert eine 
Gleichung für y. 
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172. 



x — y 2a;* — a 






Man setzt am einfachsten xy - e, mid sucht ans dieser 
und der ersten Gleichung x nnd y. Dann findet man durch 

Substitution aus der zweiten Gleichung ^ =» -ö' —^ (durch 

Zerlegung). 



173. 



■rr==10.^' 

2/ + 1 
2 ' x+lJ 



y = 



L. a; = 5, 2; y = 3, ^^ 



Aus der zweiten Gleichung folgert man durch korr. Add. 

y-l _ 7a?-ll 
3/ + 1 "" lla?-7' 

Das ist in der ersten Gleichung zu substituieren. 



174. 



rx + y 8 n 



«y+1 



3 X 



^jxy—l 2 y _ 

Aus der ersten Gleichung folgt durch korr. Add. 

X Sxy-\-2 

— 8SBS — ^^— ^— — — • 

y Sajy — 2 

Das ist in der zweiten Gleichung zu substituieren. Dann er- 
hält man ajy = 2, - f 



y = ± 1, Tl. 
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175. 






L. 0? = 



y = 



a (x^ + y^) — bxy 
b (x^ + y^) — axy 



Durch Additioi^ und Subtraktion erhält ma«n aus den 
gegebenen Gleichungen 

x^+ y8= (a + 6) (x^—xy + y^) 
<ii? — y^ = ifl — l) {ex? + xy + y^). 

Jede dieser Gleichungen lafst sich zerlegen in zwei andere. 
Das giebt im ganzen vier Paare von Gleichungen, welche 
zu lösen sind: 



1. 



3. 



x^—xy + y^^O 

x^+ xy + y^ = 

x+y=a+b 

x^ + xy + y^ = 



2. 



4 



'x + y=^a + b 
X — y = a --b 

X?— xy + y^ = 
X— y=a— b 



176. 



> + i-^(^-y/ 



f-'^=^i^-y)\ 



L. a? = 



r + c 



:; y 



:f r = Yac — c^. 



yc(&-2r) " yc(&-2r) 

Die Gleichungen sind zu addieren. Aus der sich er- 
gebenden Gleichung folgt durch korr. Add. nach 1. 18 

X ^_ ya — c-f)/^ r-fc 



y YäZTc-^^c r-'C 



u. s. w. 



177. 



2 + x^ = a{x + yy 
_2-f = h{x-yy_ 






y2&4-l-y2a-l 



r = y(26 + l)(2a-l). 
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Es ist 
also 



a(x + yy—a^^ h{x — yY+y^ 



X' 



X 



X' 



X' 



X 



!/' y !/' y* y 



X ^ -(a + 5) + V (a + 6)«~(CT-&-l)' 



^ -(a4-5)-V(2a-l)(2& + l) 



U.8.W. 



178. 



{x + yy ^2x^+1 
L(^-y)' = 3y*-llJ 

L. a? == ± 3, ± 1 

y = ± 2, ± 2. 

Indem man die obere Gleichung mit 11, die untere mit 
7 multipliciert und darauf beide Gleichungen addiert^ erhalt 
man eine homogene Gleichung^ in der das yon x und y 
freie Glied yöUig verschwunden ist. Aus dieser folgt bei 

Division durch ^^ eine quadratische Gleichung fiir — Man 

erhalt — = ir> ^- — Auch kann man nach 37a. zunächst xii 
y 2 2 ^ 

suchen. Man erhalt auf diesem Wege sofort i/^=4 



179. 



ä;8 - »3 =r -±£ {a?j^xy + y^{x + y) 
y3_ ^2^ _ji^ (aii+xy + y») (x + y) 



r = f/a« (a - 36) + c^ (3a - 6). 



180. 



i»^ — 2xy = ay^ 
2xy — y^ = b^ 



L. a; = \ * ^ > 1/ 



|/2r+T "^ )/2r+i 



, r = y« + 1. 
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X 



Aus der ersten öleichung Mist sich — bestimmen; dann 
weiter nach 1 oder 2. 



181. r^= 



x(x + y) 



-^ 



T \/a(c — ry -i/acCe + r) ^m — ; — i 



182. 



, r=Va*+6''. 



B. 

Sehwieiigere Oleiehnngen homogenen Charakters. 

aj*— y*=a 
4ajy («* + y*) = J 

r 

Indem man in der zweiten Gleichung xy nach rechts 
bringt und dann die Differenz der Quadrate der Gleichungen 
bildet^ erhält man eine quadratische Gleichung für o^y^, Sie liefert 

(1) 8a?«y« = -a* + r. 

Dann ergiebt die zweite Gleichung o?* + y*. Besser addiert 
man (1) zum Quadrate der ersten Gleichung^ so hat man 

Dies ist durch Addition und Subtraktion mit der zweiten , 
Gleichung zu verbinden. Dann erhalt man 

{?^ + !/)*== ^ + &; also x-\-y ==f^r + 6 

{x — yf=^r^ b, also x — y= ^/r — b u.s.w. 

— y '^^\x "^ y) 

^*— y^=b 
^- ^ = |(]/f(2r - 8a + b^) + f2r+ 8a - 6») 

2^ = 1 ( VTS^ - 8 a + &«) - f/2r+8a-6«) 



183. 



o;* 
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Indem man die erste Gleichung dnrcli x — y hebt^ dami 
x^ + y^ isoHert, findet man ähnlich, wie in 182, hier zunächst 

5 5 2a — 5* + r 
^y ^ 6"^' 

um die unbekannten gerade in der angegebenen Form zu 
erhalten, sucht man ihre Summe und ihre Differenz, setzt 

also X + y^=^Uj x — y=^v, also x = -^{u + v), y « -^{u—v). 

Dadurch gehen die gegebenen Gleichungen über in 






Die erste Gleichung ist mit u^ zu multiplicieren und b^ für 
M^v* zu setzen. Das giebt w* u. s. w. — Für a = — 736, 
6 = 16 werden die reellen Wurzeln a; « ± 5, y = ± 3. 



184. 



^ — J(*= (^xy 

{x^+fy^bix'-^y^ 



r =]/«» + 1661 

Aus der Multiplikation der Gleichungen ergiebt sich 

(1) abxy ^ (x^ + y^^] 

aus der Division 



(2) 



(ic« - y«)2 == ^xy(p(^ + y^), d. h. 

(x^+ y^— Aa^y^^ T^y{^^+ y*). 



Aus den Gleichungen (1) und (2) findet man x^ + y^, wenn 
man xy eliminiert, und umgekehrt. Man erhält nämlich 



^+y«=il/2^F^ 2xy = (---*) y^) 
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186. 



00 + 1^= 



a 



i»^ + r= 



Vxy 



a 



yxy_ 



r^yi2a^+l\ 



Man kubiere die erste Gleichung; so erhält man mit 
Benutzung der zweiten Gleichung 

woraus xy zu finden ist. 



186. 



' ^ a 






,r=y9o»+4a6. 



Die Auflösung gescliieht in ähnlicher Weise wie bei 
der Torhergehenden Aufgabe. Man findet zunächst 



2 



u. s. w. 



187. 



x + y= 



x^y^ 



a 
h 






^^-ki^^vmv^ 



)' 






y 



188. 



r + 8 
ix:y{oo + t/) = a 



, r=y9a^+4:ah. 



T a + V2r-3a« a-V2r-3a* 

L. fl? = fl '^ — ? y = a / — } 

V4(2 a«-r) y4(2a«-r) 
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Am einfachsten erhebt man x + y zur yierten Potenz. 
Nach L 376 b. hat man 

(x + y)*= 0?*+ y*+ 4:xy{x + yf— 2x^y\ 

Hierin sind die Werte fOr a: + y und a?* + y* aus den ge- 
gebenen Gleichungen zu substituieren^ dadurch erhalt man 
eine quadratische Gleichung fCLr rt^^ und 



v^ 



— r 



xy 

Hierbei ist r negativ genommen, damit in der Losung kein 
Radikand in negativer Form erscheint. 



189. 



a?5 + y5 = 6 



^^-W+V^V' 



(r + 6a)* 



4a 



i(i-niiF 



4a 



r=c)/5a*+4a6. 



Nach I. 376 hat man 

{x + y)5= a;»+ ys + 5(aj + yfxy - 5(ä; + y)a:*yl 

Setzt man hierin für a? + y und a^-^-y^ die Werte aus den 
gegebenen Gleichungen, so erhalt man eine Gleichung för 
xyy die man, um die einfachsten Formeln für die Unbekannten 

zu erhalten, ab Gleichung für — schreibt, nämlich 

xy 



a' 



6a^ 

{xyy^ {xyy 



= 6 — 5a 



xy V 



r-\-6a 



2a^ 



u. s. w. 



190. 



a 



^ xy 
/pS -f- y5 = })xy 



L ^^J^+ßö+l^EI^ 



^\^{r^ba) 



» = 



j/r + Sa — yr — Sg 
2J/4(r + 6a) 



r=]/5a^+ 4a6. 






191. 
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xy{x + y)^a 



1/4(0» -r) 






', ♦• 



.1/ 



a* + *2> 



6a 



192. 






Jj. aj = ^ ^ - — > j/ = i^ - — i 

2yr-a-& 2yr-a-& 

Durcli Addition und Subtraktion ergeben sich die Glei- 
chungen 

Hieraus findet man 

a:^y'= ^~^^ > 2a;y = yr — a — 6, a:* + y^ = ^"~ 



Verfahrt man wie in 182 oder 183^ so erhalt man 

-lla + 6&\ 

) U.S.W. 



X 



^l(j/ 6r + 6g-ll> ^j^^73I^ 



Die Gleichungen lassen sich auch in die Form brii^en: 



x^-\-y^ 



= a 



= 6 



193. 



La + y 

^ + (x^y + aj^y* + ajy* + y* = a 

T _ yir^"25 + y2a«-r ^ yr-26-y2a«- r 
"" 2 Va(^ -«'-&) ' "~ 2Va(r-a*-6) 



r=)/5a^~6a26 + 56^ 
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Dividiert man die zweite Gleichung durch die erste, so 
erhält man eine Aufgabe Ton der Form 192. 



194 



L.a: = 0,-^(yr - a + V"la + 46 - 5r) 
y = 0,^(|/r - a-yia + 46 - br) 



,y=l/2a(a+6). 



Man suche zwei Faktoren von der Art, dals nach 
Addition der mit diesen Faktoren multiplicierten Gleichungen 
überall der Faktor x^ + y^ auftritt. Am einfachsten zu diesem 
Ziele fiihrt ein dem in 158i b. angegebenen Wege entsprechendes 
Verfahren. Schreibt man die gegebenen Gleichungen in der 
Form 



(1) 






80 sieht man, dafs man die mit 2 multiplicierte untere 
Gleichung zu der oberen zu addieren hat, nm die störenden 
Glieder zu entfernen. Man erhalt 

{3? + y«){3(a;» + y«) + 4a;y} = (ir« + y«)(a + 26) 

und hieraus entweder 

oder 

(3a;« + y«) + 4a;y = a + 26). 

Die Kombination dieser Gleichungen mit einer der in 
(1) angegebenen Gleichungen liefert Werte f&r xy, bezw. fdr 
x^ + y* und dadurch die Schlufswerte für x, y. 



195. 



xy{x^ + y*) = a{x + yf 
_ «*+y*=26(a; + y)« _ 

L. a; = |(}/4a-6 + 3^ + ^36 -r) 

y = i(i/4a - 6 + 3r -1/36 — r) 



, ♦•=y'2a»+6>. 



Man addiere die beiden Gleichui^en, so kann man durch 
{x + y)* heben und erMlt x^ — xy ■\- y* ^ a -\- 26. 
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196 r (^+^)*^^(^"^y+y*) 

L. a; = Uya + 3r +)/3a - 246 + r)\ , 

y = l(|/a + 3r -]/3a - 246 + r) j 

Hier kommt man ztmachst auf o? — ^xy + y*= öt — 96. 
— Setzt man in den fOr die unbekannten gefundenen Formeln 

86 « i so erhalt man 



197. 



198. 



,»i(l~|/3y^T3-r. 

L. ä; = |(>^10a - 146 + hr +y26 - r) 

y = |(yiOa - 146 + hr ^^W^) 
r==:i/6a2-12a6 + 86«. 

Vre — y"'' "^aJ + y/ViK — y aJ + y/ « 



Vra? — yra; + y^ 6 



2(2a — r) ^ 2(2a — r) ' 

Dividiert man die erste Gleichung durch das Quadrat 
der zweiten Gleichung^ so erhält man eine Gleichung, aus 

der man — finden kann. Sie liefert 

X 



\-y 



4r — 5a 



3a 



199. 



V- 



L. X 

y 



a; + l)(y«-y + l) 
(a; + l)(y + 1) = 6 

^ 2, 1, 1 + *>/2. 

. 1, 2, 1 - *y2. 
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200. r 



] 



201 



Wenn man in der ersten Gleichung nach der Ent- 
Wickelung x + y und a?* + y^ durch xy mit Hülfe der zweiten 
Gleichung ausdrückt^ erhält man eine quadratische Gleichung 
jpttr xy. 

x + y^5 
L, » = 3, 2, -^(5 +>/l05) 

y = 2, 3, |(5 +/1Ö5) 

= 5(a?-y)" 
2{x - y) 

L. a; = 0, - 1, 3, + 8 
y » 0, - 1, 1, - 4. 

Die aus der Subtraktion der Gleichungen entstehende 
Gleichung laust sich zerlegen in 

l. x — y^O 2. a: + 3/ — 1 = 3. 

202. [a?«+y = a; + j/«=a] 

_ -l+V4a + l 1 -Via - 8 
^"" 2^2* 

203. \x^+y=^x + y^=^a{x + y)] 



W+y 
\jc + y^ 



L. x^O, 2a — 1, 



i+yiö-s 



y = 0, 2a-l, — 4 



13 



204. [Ä?»+y = a: + y«=Ya;y] 

3 3 1 



\ 




» = 


0, 


3 
10' 


1 

.V 


3 

4 


• 




205. 


[ad' 


»+y 


=15 


x + y^ 


^= 


;oc«^+ 


y^^l 




L. 


» = 


0, 


6 

8' 


3 


1 

4 










y = 


0, 


6 

8' 


1 

V 


3 

- — • 

4 
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206. , , r: 

x + xy + y^ö 

L. ii? = 2, 1, l+i>/2 
^ = 1,2, l-i/2. 

Aus der Formel für den Eubus eines Binoms 

(x + yy=^ x^+y^+ Sxy{x + y) 

folgt durch Elimination von x + y und a?* + y* mit Hülfe 
der gegebenen Gleichungen eine Gleichung für xy. Diese 
liefert xy = 2, 3. — Übrigens ist diese Aufgabe nicht von 
der Aufgabe 199 verschieden. Diese Gleichungen lassen sich 
auf die dort angegebene Form bringen, und umgekehrt. 



207. 



X— xy + y-=l 



Die zweite Gleichung laust sich zerlegen in 

1. a;-l=-0 2. y-l = 0. 

Diese Gleichungen sind einzeln mit der ersten Gleichung zu 
kombinieren. 



208. 



X — ax + a=^l 
L. a: == y == 1. 



209. [a;-- = y-^ = a] 



210. 



ax^ 






&«^+^^=|lriyi 



L. a5 = 0,r; y h^^fz^] »" 

Bar de 7, Algebraisohe Gleicliiingexi. 5. Aufl. 



-V 



4c — 8a 
17 



! 



y^ .B. ^idlnrtoriifere G-leiehiniermi tomcgdoen Cäinralefcen. 
Mau hat aus der ersten GleichnHg 

y =s ■ — . 

^ ax-—l 

Dies ist in der zweiten Gleichioig zu substitmcGren^ dann 
kann man x bestimmen. 



211. 



'x^+xjf + y*= (a + J)(a? + jf)" 
jx^ —xy + y^^ia — l){x — y)_ 

Jj.x^O.a- yab\ y = 0, i - f^. 

Die Dmsion der S^Ieichnngen dtcrck -emander 'ergiebt 
Malt diiSB Yerbaltnis der ünbeloomten. 

212i. ,/^^ , 

y = i,(o» + 6> - }/10o»6> - 3o* - 36*). 

Dureh die Snbstitation y^— m, VV''^ <" -niiuiiä; jdi» «Ajiif- 
gabe die Form 127, an. 

a^+3y« = 
3a;» +y' 

L. 1. a; = I (o - 6 + Vä»6 - ViP) 

y » i (a + 6 _ Va*6- f/^ 

Man multipliciere die erste Gleichung mit x, die zweite 
mit y, so erlialt man dnrch Addition nnd Subtraktion 

(x + yf—2axy 
(x —■y)^^2hxy 



213. 



f* = (o + 6)y] 
r»-(a-6)a;J 



2. aj— Ö 

y-0 
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SDiese «Gfaddlnii^eii srnd dwreh einander ta dmdiereia, dann 
ist die Eubikworzel zu ziehen u.b.w. 



214 



"¥1 + yyl -" -^.-"f^+f^ 



a 




^' y 



li. a: 

Sondert mau links yxy aus uud l)riugt die Neuner von 
rechts nach links, so erhält mau 

^{x + y)yxy -^ a + 1 
Daraus lalst sich leicht '— hestinunen. 

y 



515. 



iC*— a^y + a^y^— xy^+ y* 



a 



b 



ic*+ a^y + a;V+ ^y'+ y*= ^z:^ 



216. 



ay — b^ 



xy {?? + y*) 
L. x^ya, 



Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen 



kommt man leicht auf 



a?8 + j/« « a + 6_ 



ai7. 



1 .«^ 



a;8^ ^y«^ ^j^^ ^2y6+ y8^ __ 



17 



! 
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Hau bringe die Gleichtmgen durch Multiplikation xoit 
a?— y* nnd a? — y in die Form: 

Nun dividiere man die erste Gleichung durch die 
zweite u.8.w. 



218. 



{x + y) iV^ +Vy) +W? = (« + 6) iV^ +Vy)' 

U« - y) (Vi -Vy) + V^' = (a - 6) (VS -Vy)^ 

L. a; = 0, a-y^^i y = 0, b-YcW. 

Man multipliciere die erste Gleichung mit yx — yy, die 

zweite mit yx + yy- Bei Auflösung der Klammem erhalt 
man leicht 

V^-V?='(a + b) iV^ -YfY 

IV^ +|/P = (a - 6) {Y^ -Y^)_ ' 

Die Division dieser Gleichungen durch einander liefert 
leicht den Quotienten 



219. 



{x + y) {0?+ y*) (ä^+ y*) = a - 6 



L. rc =f^ .yy« -V^, y^yh'\/Y^^yh, 

Die Division der Gleichungen durch einander führt leicht 
auf den Quotienten der unbekannten. 



220. 



{x + yfix^+y^) + {x- yyix^-y') = 2a^' 

' x+y=b 

L.x^Ub + 1/2^"=^) , y-Ub- V2a ~ 6«) . 



Hierbei sind die imaginären Werte von y a' nicht 
berücksichtigt worden, — Aus der ersten Gleichung findet 
man x^+ y^^ a. Das ist mit der zweiten Gleichung zu 
kombinieren. 
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221. 



X xy-{-l 



y ajy— 1 



= a 



Aus der ersten Gleichung folgt 

v^-S' »"»-(SD'- 

Dies ist in die zweite Gleichung einzusetzen. Dann findet man 



also 



X 



222. 



223. 



also 



X Vxy + 1 _^ 

— • , =£* 

_ y Vxy-l 

ya — 1 ya — l ya? 

a? ajy — ySy + 1 

— • 7= = d 

Man hat aus der ersten Gleichung 

x—y ' ^' 



X 



^ Y^+1 ^ 



y Vxy-l 
Dies ist für die zweite Gleichung zu benutzen^ man erhalt 

onyyxyi- .^ jjgQ i/a;w = y U.S.W. 
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224. 



^ y X 






Man folgert aus der ersten: öleidmi^ 



abo 









Ä' 



Eliminiert man mittels dieses Wertes -, aus der zweiten 

y* 

Gleichung; so erlialt man 

l+x^y* 



!««> 



1 — aj'y 



a. 



also 



ÄJy 






225. 



Yl+Vi 



x-y 



y x*y^yxy + l 



— ü+ii 






y 



te + l _£ 

u-iy^ 



för 



1.=.]/^^ 



l) + 2|/5a*-6a + 6 



6-a 



Man setze auf Ghnmd der ersten Gleichui^ statt Yxy 

sc I 41 

in der zweiten Gleichung —^' Dadnrcli findet sich 



(5_a)|.;_10(a-i)£;-.5a 

— ~ W, l^ — =** V W U.S.W. 

y ^ y y ^ 
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226. 



X y a 



in 

L. X 
9 



-x + yi-y='b_ 



u 



=2a-6*+2yaH 6*-a6^ 



Wenn man aus der zweiten Gleichung di^ Wurzel fort- 
adaAfft und die erste Gleichung benutzt, erhalt man leicht 
quadratische Gleichungen für « + ^ und xy. Plese liefern 

X + jf^=u, also xy =^ au. 

Daraus sind die Unbekannten selber hinzuschreiben« 

'yx(l -^ y) + Yy(l - x) = a 



227. 



x + y = h 






228. 



L. a?=^ y(&+ ar) 

Am einfachsten sucht man zunächst 

X — y==^ar, oder 4a?y =^ \ _ » • 



yir(l - x) +Vy{l -y)^K 

L. a? = Y (a + 6r) 



^"" r (a-l)«+&* ^* 



Man suche zuiuichst das Produkt 

Dies, mit der ersten Gleichung kombiniert , liefert 
X — y = br u. s. w. 



229. 






L. « = 3, I5 



x + y^A 

y = 1, 3. 



1 
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231. 



, f 



^yj^ 



+ 5 + df)-c» 
8c 



230. [yb - 3a: + o;« +y5 - 3y + y« =- 2{x + y) = 6] 
L. a: = 4, — 1; y « — 1, 4 

Ya + x + Vh + y = c 
x + y^d 

L. ir = -g-(c + r)* — a 

j^ = -L(c-r)»-6 

Man suche zunächst die Differenz der Enbikwurzehi^ 
deren Summe gegeben ist. Zu dem Zwecke setzt man 

i^a + x—yb + y^^. 
Dies, mit der ersten Gleichung kombiniert; liefert 

(1) i/5T^=^^ ^^1:7=^. 

Diese Gleichungen, kubiert und addiert, geben mit Benutzung 
der zweiten Gleichung ^ r. Dann folgen aus (1) die Un- 
bekannten selber in der angegebenen Form. — Man kann 
auch die erste Gleichung nach I. 67 kubieren und erhalt sofort 

d + ^cVia + x)(b + y)^ c», d.h. 



(a + x)(b + y)^(^^) 



231i. 



was mit der zweiten Gleichung zu kombinieren ist. 

V^M^IÖ + Vy+l4 = 12 

X + y = 444 
L. a: = 333, 115; y ^ Hl, 329. 

VäCH^ - ViöTy = 2 

x-y^l8 
L. x^ 35, - 117; y = 17, - 135. 



231«. 



232. 



x + y = a 
{h + xy+(c + yy^d 

L. a? =- Y (a — 6 + c + 



V 
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In der zweiten Gleiclmng kommen b + x nnd c + jf vor. 
Aus der ersten Gleichung hat man aber 

(1) (h + x) + {c + y) -^ a + b + c. 
Man wird daher zunächst suchen 

(2) (p + x)'-{c + y)^z. 

Aus (1) und (2) folgt, wenn der Kürze wegen a + h + c^m 
gesetzt wird, 



(3) 



b + X 



m-\-z 



'c + y== 



m — z 



2 ■ ^ 2 

Dies ist in der zweiten Gleichung zu substituieren, so erhalt 
man z ^r. Dann folgen aus (3) die unbekannten selber. — 
Man kann auch (b + x) + (c + y) = m nach L 67 kubieren 
und erhält sofort 

d + Sm(b + x) (c + y) =^ m*, 

was mit der ersten Gleichung zu kombinieren ist. 

x + y+11 
ß + xy+ (5 + yY^ 1512_ 

L. a; = 8, 6; y = 3, 6. 

x-y^l 

(a;-4)3-(y + 2)»=127_ 

L. a; = ll, -2; y - 4, - 9. 



232i. 



2322. 



233. 



a 



x*+y* 
x + y 

x^+y^ ' 

r^y8a^-8ab + b\ 

a. Wollte man direkt eine der unbekannten suchen, 
indem man die andere eliminiert, so würde man eine Gleichung 
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dda merteu Gbades*). erhaJtoa, di«, abges^eea von; dem Um- 
ständlichen einer solchen Elimiaaliion;. onaug^nelim^ mi lösen 
wäre, als die gegebenen Gleichungen selber. Man fQhxt 
daher einen geeigneten Ausdrack von x und y als neue 
unbekannte ein, um diese zunächst zu bestimmen und mit 
ihrer Hülfe die ursprünglichen unbekannten x und y. Qe^ 
eignet ist ein solcher Ausdruck dann, wenn sich mittels 
desselben einerseits alle in den Gleichungen Torkommenden 
andern Ausdrücke von x und j^, und andrerseits die ursprüng- 
lichen Unbekannten x und y selbst leicht darstellen lassen. 
— Wegen der ersten Gleichung waren folgende. Snbstitutioneo 

die nächst liegenden 

1. X + y = 

2. oc^+ y^ == 

x — y 
In jedem Falle erhalt man für die neue Unbekannte dna 
quadratische Gleichung, und in jedem Falle lassen sich auch 
X und y selber leicht bestimmen, wenn gefunden ist. Der 
Anfänger wird also nicht leicht fehlgreifen können. — Nimmt 
man Beispiels halber die dritte Substitution 

(1) ^ = ^, 

so giebt diese, mit der ersten gegebenen Gleichung kombiniert, 

(2) x + y'=^a + 

(3) x^ + y'- a{a + 0) 

(4) 2xy = 0{a + 0), 

Hieraus sind jetzt die Ausdrücke ic* + y* und 01? + y^ zu 
bilden, um unter Benutzung der zweiten Gleichung zu be- 
stimmen. Man findet 



iC* 



*) 2«*- 2(2a + &)aJ«-|- (2a»-|- Zah + h^x^-{- aHa - Sh)x 
-|-a«(a*-f-4a&-ha&*)=©0. 
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Dies, in die zweite Gleichung eingesetzt; liefert 

(5) « -2- 

Die Ghröfse r ist natürlich: doppeldeutig, hier ist ihr das ne- 
gatiye Zeichen gegeben worden, um die IdentilSt mit den 
folgenden Formehi herzustellen. — Jetzt sind noch x und y 
durch auszudrücken. Aus (2), (3) und (4) folgt 

aj + y — a + je? 
Mithin hat man für die unbekannten, ausgedrückt durch is 

(6) 



Setzt man hierin für den in (5) gefundenen Wert, so erhält 
man die oben für die unbekannten angegebenen Formeln. 

Gfanz ähnlich würde man bei den andern SubstitutioiieBr 
zu verfahren haben. Man hat erstens die neue Unbekannte 
zu suchen, indem man die ursprünglichen eliminiert, und 
zweitens die ursprünglichen Unbekannten durch die neuen 
auszudrücken. Dabei können freilich schlie&lich, jenachdem 
man diesen oder jenen Weg einschlägt, diesen oder jenen 
Ausdruck von x oder y als neue Unbekannte einführt, die 
Lösungen in verschiedenen Formen erscheinen. Diese müssen 
jedoch alle identisch sein, wenn auch die Identität nicht 
immer auf den ersten Blick ersichtlich ist Bei numerischen 
Gleichungen freilich kann von einer besondem Form der 
Lösung nicht die Bede sein. 

b. Ein allgemeinerer Weg, auf dem sich zugleich alle 
möglichen Darstellungen von x und y leicht ergeben, ist 
der folgende. Man sucht durch Kombination der beiden 
gegebenen Gleichungen auf eine neue Gleichung zu kommen 
von der Form 

mx*-\-nx^y-{-px*y*-{'nxy^-{'my*' a 



0) 



m'x^-{-Wx^y-\-p^x*y*-\-n'xy^-{-mfy* b 
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(ygL L 406 c). Bringt man diese Gleichung, nadidem sie von 
ihren Nennern befreit ist, anf Null, so nimmt sie die Form an 

(8) Äa^ + B3^y+Ca^y^ + Bxy^ + Aff^=0, 

ist also eine in Bezng anf x nnd y symmetrische, homogene 
Gleichung des vierten Grades (s. I. 394 b). Ans einer solchen 
Gleichung laist sich das Verhältnis der unbekannten leicht 
nnd anf demselben Wege bestimmen, anf dem oben in den 
Aufgaben I. 394 u. £ rr gefunden wurde. Man kann entweder 

setzen nnd dies zunächst bestimmen, oder auch 

(10) '^^u. 

In der Begel wird man wohl u schneller finden ab t. Aus (9) 
hat man 



(11) 



X t+1 



y t-i 
wird mithin setzen können 

(12) a? = A(<+l) y = A(^-l). 

Die Gleichung (8) geht daher, wenn man die Glieder mit 
gleichen Eoefficienten zusammenzieht, über in 

2^(^+6^«+ 1) + 2B(^- 1) + C(f- 1)*- 
(2A + 2B+C)1^+ 2(6^ - Cy +2A-2B + C^0. 

Diese Gleichung liefert ty also wegen (11) auch — Wie 

dann weiter zu verfahren ist, ist schon mehrfach gezeigt 

Will man nach (10) zunächst u suchen, so schreibt 
man (8) in dieser Weise 

Aia? + y^y + Bxy{a? + y^) + (0 - 2A)x^y^ = 

und erhalt fär u die Gleichung 

(13) Au^ + Bu + G-2A^ 0. 

Diese Gleichung giebt u. Dann folgt aus (10) nach I. 18 
durch korr. Add. 
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(14) • ^±y=T^ 

^ ^ x—y f u— 



2 
2 



^ ^ y yü+^-Yü^' 

üß ~4~ t/ m 

Auch in diesem Falle kommt man auf — ^-^ und dann auf — • 

x-y y 

Bei den meisten Gleichungen wird man jedoch nicht 
erst die Gleichung (8) zu entwickeln haben^ sondern kann 
die Gröfse t oder u direkt einsetzen. 

c. Für die in 233 gegebenen Gleichungen ist also zu- 
nächst die der Gleichung (7) entsprechende Gleichung zu 
suchen. Man dividiert die gegebenen Gleichungen durch ein- 
ander und erhält 
/IßN (x^ + y^(x^-xy + y^ _ a 

Wegen (11) oder (12) ergiebt sich hieraus für t die Gleichung 
(16i) (a - h)f+ 2(3a - 21^+ (a - 3&) = 



(") '-y^^^^-Vji 



U-a 



2h — r 

für r^y8a^-8ab + b^ 

(vgl. I. 394). — Will man zunächst u nach (10) bestimmen^ 
so ist der Ausdruck links in (16) so umzuformen^ dafs nur 
a^ + y^ und xy vorkommen. Setzt man dann a^ + y^^xy-Uy 
so hebt sich xy überall heraus. Hier hat man 

u{u — l) a 

w*-2 ~"h 

u\b - a) - &M + 2a = 

b-\-r 4a 

Also nach (10) 



2xy ^{b — a) b — r 
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Daher durch korr. AdA und wegen (9) 

,.ßv . i /-4a+6&+r i/ 2a + 6-r 

^^^) ^ ^ V 4a-8& + r ^K 2a-& + r* 

d. In (17) und (18) sind vier Darstellxingen für t ge- 
funden. Nach dem KS. (s. I. 19) lassen sich aus zwei der- 
selben auch die beiden andern ableiten. So folgen nach dem 
ES. durch Addition und Subtraktion aus jien DarsteBimgen 
•in (17) diejenigen in (18). In derselben Weise folgen aus 
den Darstellungen in (18) <Kejenigen in (17). 

Aus den Darstellungen in (17) und (18) ergeben sich 
durch Anwendung des KS. (nach I. 19) die aSlgemeinen 
Darstellungen 

-1 /(r — 8a + 2 6) w + (3 & — a)mi 



t 



und 



' wi + (»• + 8a — 2'5)mx 



. ^ /(6 & — 4a -f- y)^ + C2<t + h •— ^)% 
'^'^ r (4a-86 + r)n + (2a-6 + r)«i^ 



in denen m, m^y n und ^^ beliebige Werte haben können 
(vgl I. 394, 17^ und 173). Es giebt daher für t unend- 
lich viel Darstellungen von derselben Einfachheit 
(vgl. I. 394 d). 

Es knüpft sich hieran die Frage: Welche Bedeutung 
oder besondere Eigenschaft hat jede Darstellung 
von <? 

Die Darstellungen von 

t oder ^±^ 

sind zwar gefunden aus der Gleichung (16); die iblgend^oi 
Auseinandersetzungen gelten jedoch «ganz allgemein, als wenn 
t aus der allgemeinen Gleichung (7) abgeleitet wäre. 

Vermöge des Wertes von t keimt man das Verhältnis 

hat also in einer der gegebenen Gleichungen zu setzen 

(19) x = X{t+l) y=^X(i-l) 

und k zu bestimmen, damit sind dann auch x imd y .gefunden. 
Es sei die eine der gegebenen Gleichungen 

(20) x-y^c. 
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Dann wird man für t diejenige Formel zu nehmen haben, 
die bei der Substitution yon (19) für k einen möglichst ein- 
fachen Ausdruck ergiebt; deun so werden auch die Ausdrücke 
für X und y möglichst einfach sein. Einfach stellt sich 
aber der Ausdruck für X besonders dann dar, wenn er keine 
Wurzel im Nen&er, also zimächst kein r im Neniier onthäli 
Aus (19) und (20) folgt 

also - ^ 

lytan hat daher, um das r im Nenner zu vermeidea, wenn 
die Oleichxmg (20) gegeben, d. h. wenn x — y bekannt ist, 
für t die erste Formel in (17) zu nehmen, 

<2i) <„]/ -»«+y+i 

Dann wird fElr (20) 

Würde eine der gegebenen Gleichimgen 

{^2) x + y-c 

sein, so hatte man ans demselben Gnmde fQr t die zweite 
Formel in (17) zn wählen, 

und würde erhalten. 

Wenn eine der gegebenen Gleichungen 

(24) x^ + y^^c 

wäre, so hatte man für t, um für 1 und somit auch für x 
und y möglichst einfache Ausdrücke zu erhalten,, die zweite 
Formel in (IS) zu nehmen, 

also zu setzen 

•IT— l (y2a + b — r +Y2a — b+r) 

y=-X (y2a + &-r4-y2a— J + r). 
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Dann würde aus (24) folgen 

so dafs also X kein r entMlt; und es würde sein 

x:=^{y2a + b-r + y2a-b + r) ]/^ u.s.w. 

Ganz ebenso würde, wenn 
(26) . xy = c 

eine der gegebenen Gleichungen wäre, für t die erste Formel 
in (18), 



(27) t - y^ 



U + r 



zu nehmen sein, um dieselbe Einfachheit für X und somit 
auch für x und y zu erzielen. 

Zur leichteren Orientierung und Übersicht sollen die 
verschiedenen Ausdrucksformen für t durch Indices gekenn- 
zeichnet werden: 

Der angegebenen Bedeutung zufolge wird man daher zweck- 
mäfsig als Bezeichnung setzen: 



(28) ^«-y=l/^^^5^ ^^"^ (20) ™d (21) 



(29) ^.+.=l/fSVr '^ (22) '^ (23) 

(30) t^-V^^r - (24) . (25) 

(31) ^«. =]/ ?a!-VAV '^ (26) >^ (27)- 

Die erste Formel (28) für ^ == ^i^ ist also deshalb 

\ -^ X — y 

mit ^«—y bezeichnet worden, weil sie für die Gleichung 
x — y = c die Unbekannten x und y in Ausdrücken liefert, 
die kein r im Nenner enthalten u.s.w. 
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m 

DaTs der Index sich nur auf die Form bezieht und nicht 
auf den Wert^ ist nach dem Obigen von selbst einleuchtend. 
Alle t sind dem Werte nach einander gleich ^ also 

e. über den Zusammenhang der t unter einander lalst 
sich folgendes bemerken. Es werde gesetzt: 

(32) 





indem nach (28) bis (31) die Gleichungen gelten: 

B-=U-a -B' « 3a - 2& + r 

(33) (7 _ _ 4^ _^ 5 j + y C « 4a - 3& + r 

D = 2a + 6 - r B'=-2a'-h + r: 

Dann stellt sich der Zusammenhang der Formeln für t so dar: 



(34) 



»«» —YC'~V B'-\-A! 



und allgeineiu 



»»-» —Ya! V C'-B' 



Coö; ¥a?+y«» + /»»' — Y 2ßX>'+yC' 



-/ 



(2^ + y)B-(2p-y)4 



(2p + y)B'-(2^-y)^' 

Die Beweise fQr die ersten vier Formeln liegen auf der 
Hand. Die in (35) gegebene allgemeine Bezeichnung wird 
als zntreffend daran erkannt werden, dafs sie, wenn die 
Gleichung 
(36) ßx'+yyx + ßy''''e 

Bardey, Algebraische Gleichungen. 5. Aufl. 18 



274 B- Schwierigere G-leichnngen homogenen Charakters. 

gilt^ für X kein r im Nenner giebt. Man hat nach (35) 
zu setzen 

y^X (yWßD + y - )/2/S2)' + y C) 
Hieraus folgt 

x'+y^^X^ [4/3(D + D') + 2y(G + 0')] 
xy « A» [2^(D - DO + y (C - 0')] 

mithin wegen (36) 

c » X^[4:ß\D + D') + 2ßy(G + D + C - D') + y(0 - C')]. 

Nun enthalten^ wie aus (33) folgte die Aggregate 

D + D^ G + D O'-D' G-G' 

kein r, es kann also auch X^ kein r enthalten. Damit hat 
die in (35) gegebene Bezeichnung ihre gehörige Begründung 
erhalten. Daus die in (34) und (35) gegebenen Formeln sich 
gegenseitig bedingen , folgt sofort nach dem Eorrespondenz- 
satz (I. 19). 

Für die oben angegebene Gleichung (16) findet man 
daher nach den gemachten Erörterungen noch weitere 
Formeln, z. B. nach (35) mit Benutzung von (28) bis (33) 
die folgenden: 

(37) W*y+j^ '^y 2W+G^ ^y WW~=rÄ! 



-V: 



76-r 



8a — 6& + 3r 



(38) <a?-xy+,^ ^y^D'^C'^YdÄr^ 



B 



-V 



8a — 8& — 8r 



(39) <3a?-a»y + 8y»== f ^J)f ^Qt = f ^A' — B' 



-V 



5a — & — 2r 



rAfW 4 -1/4D + 3C -|/7J5-ul 



>^ 



+ 

— 4a4-19& — r 
20a-136 + 7r 
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Man kann sich leicht überzeugen^ daGs diese Formeln 
für t, wenn man sie unter den Voraussetzungen 

x^+ xy + y^^c 
x^—xy + y^='C U.S.W. 

benutzt^ ein l liefern, welches kein r enthalt. 

AlleS; was hier über die Herleitung der yerschiedenen 
t aus einander gesagt und für spezielle Fälle ausgeführt ist, 
hat zur Voraussetzung, dals r in ^o;— y und in tx+p, wie in 
den Nennern von t^y und fa^+^ dasselbe Zeichen hat; ent- 
gegengesetzten Falls mufs bei der Kombination der be- 
treffenden Darstellungen von t statt der Addition eine Sub- 
traktion und statt der Subtraktion eine Addition eintreten. 

Für die Formehi (28) bis (31), (37) und (38) ist noch 
zu bemerken, dafs 

^a;— y kein r im Nenner enthalt, 

tx+y kein r im Zahler, 

txp im Zähler ± r, im Nenner ebenfalls ± r, 

tafA^^ im Zähler ± r, im Nenner T- ^f 

^aÄ+ajy-fi^ im Zähler 4: r, im Nenner T- 3r, 

^a*— a-y+y« im Ncnuer ±r, im Zähler =F 3r 

U.S.W, 

Dafs statt r auch ein Vielfaches von r stehen kann, ist 
natürlich; doch das Verhältnis der Koefücienten und Zeichen 
Tön r für die Zähler und Nenner der yerschiedenen hier an- 
gegebenen t bleibt dasselbe. 

f. Eine zweite Frage, die uns hier entgegentritt, ist die, 
wie man eine der gegebenen Formeln für t direkt 
findet, wenn man gerade nur diese eine gebrauchen will; 
welchen Ausdruck von x und y mufs man zu diesem 
Zwecke zunächst suchen? 

Um tfix'^+Yxy+fi^ direkt zu erhalten, hat man zunächst 
zu suchen und als neue Unbekannte einzuführen 

18* 
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wo der Neuner gleich dem Index von t ist, der ZäUer ein 
beliebiger homogener, symmetrischer Ansdmck des zweiten 
Grades von x und y. Am einfachsten wird man daher zunächst 

xy 



oder 



ex^-\-yxy-\r 



suchen (vgl. 1. 406 d). — Der Kürze wegen mag dies für 
tsfi^xy-^-y-^ durchgeführt werden. Es wird sich dann direkt 
die Formel (37) ergeben. Man hat also zu setzen 

(^^) x* + xy + y^ ^ ^• 

Um dies zu substituieren, schreibt man die Gleichung 

(16) so: 

(x* + xy + y^-xy)(x^ + xy + y*-2xy) ^ a 
{x*-{-xy-{-y^*—2xy{x^-{'Xy-{'y*) — x^y* h 

Mithin hat man ftir u 

{l-u)(l'-2u) _ a 
1 — 2w — w* "~ h 

(a + 2b)u^+ (2a-3h)u = a-h 



_ ^2a + Sh±y{2a-Uy + 4:(a-h)(a + 2h) _ -2a + 3b±r 
**"" 2(a + 2&) ^ 2(a + 2&) ^ 



d.h. 



xy -2a + 3& + r 



x'' + xy + y^ 2(a + 26) 

Hieraus durch korr. Add. 



. ^ x + y _-|/ Tb±r 
x — y V 8a — öftip 



Vt' 



welches eben die oben auf anderem Wege abgeleitete Formel 
(37) ist. 

g. Was nun die Auflösung der gegebenen Gleichungen 
233 betriflffc, deren Kombination auf die den obigen Erörte- 
rungen zu Grunde gelegte Gleichung (16) führt, so wird 
man zur Darstellung der Unbekannten x und y wegen der 
ersten Gleichung am besten ^a?-|-j^ anwenden. Es ist nach (30) 
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l /2a + b-r 
i^ + y^-y^a^h + r' 

also zu setzen 

X = X{y2a + b-r +y2a -b + r) 
j; = X(y2a + b-r -^ia - & + r). 

Dies, in der ersten Gleichung substituiert, giebt 

l = -^y^a + 6 — r. 
Daher aus (40) 

ir = j(T/2a + 6 - r +"|/2a - a + r) ^2« + 6 - r 

y = Y()/2a + 6 - r — i/2a - 6 + r) l/2a + 6 - r. 



Zieht man y2a -^-b — r aus der Klammer heraus, so 
erhält man die oben angegebene Form der Lösung. 

Auf diese Weise kann man sich ftir t immer leicht die 
Formel aussuchen und bilden, welche der Form der gegebenen 
Gleichungen am angemessensten ist und welche daher die 
einfachsten Ausdrücke für x und y liefert. 

Die folgenden Aufgaben bis 246 führen auf denselben 
Quotienten oder dieselbe Gleichung (16), höchstens stehen 
rechts andere Eonstanten. Die t müssen sonach dieselben 
bleiben oder sich doch leicht aus den hier gegebenen ent- 
wickeln lassen. Man wird daher nur die geeignete Formel 
für t zu wählen oder zu bilden haben, um das Resultat in 
der einfachsten Form hinschreiben zu können. — Es soll 
damit nur gezeigt werden, wie viele Gleichungen sich an 
eine solche Gleichung, wie sie in (16) gegeben ist, knüpfen 
und aus derselben abgeleitet werden können, welche alle, so 
verschiedene Resultate sie auch sonst liefern, doch im 
wesentlichen auf dieselbe Weise gelöst, ja deren Lösungen 
sogar aus einander abgeleitet werden können. Dafs man die 
Zahl derselbe leicht hätte vermehren können, liegt auf der 
Hand. 
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234 ^ 

L. a; = |(l/a + 6 - r +>/« - 6 + r) 
2/ = Y (/a + & — r —Ya — b + r) 

Die Division der Gleichungen durch einander liefert 
eine Gleichung^ die mit der Gleichung (16) in 233 zusammen 
fallt ^ wenn man dort 2b statt b setzt. Wegen der ersten 
Gleichung wird man ^a-^+i^, d. h. (30) zu benutzen haben^ um 
ftir X und y die einfachsten Formeln zu erhalten^ also 



t-V^^^r' r=y2a^-Ub + l>K 



DaCs sonst die Lösung der Aufgabe am einfachsten nach 
120 zu beschaffen ist; erkennt man sofort. Hier sollte nur 
gezeigt werden^ dafs man das Resultat immer leicht in seiner 
einfachsten Form hinschreiben kann^ wenn man einmal die 
Formeln for t aus einer Gleichung des vierten Grrades 
233 (16) entwickelt hat^ auf welche die Kombination der 
gegebenen Gleichungen führt; und die richtige Formel ftir t 
auswählt. 



235. 



r wie in 234. 



" a^+y^=^a(x + y) 
a^ + y^^2b(x^+y^) 

L. 1. iT = -|(l/4a - 36 - 3r +)/6 + r) 

y == |(|/4a - 36 - 3r — )/6 + r) 

2.x=^0, yb\ 
y=0, -i/6. 

Die erste Gleichung läfst sich zerlegen in 

1- ^ + y = 0; 2, a? — xy + y^=a. 

Die Division der Gleichungen durch einander fährt auf den 
Quotienten 233 (16)^ nur ist dort 26 statt 6 zu setzen. 
Wegen x^—xy + y^=a hat man ^aa_a?y+sf» z^ benutzen. 
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— Ohne Benutzung von 233 hat man die Gleichungen 1. 
und 2. einzehi mit der zweiten Gleichung zu kombinieren^ 
also diesen entsprechend zunächst x — y fOr 1. und für 2. 
ic* + y* und xy zu suchen. 



236. 



'{a^ + y^){ix? -xy + y^) == d 



2y4a-& + r 



}/2a4-6~r-y2a~& + r 



r=]/8a*-8a6 + 6l 



Auch diese Gleichungen liefern kombiniert den Quotienten 
in 233 (16). — Hier ist für die Darstellung der Unbekannten 
tait^^ benutzt. Man hätte ebenso gut tx'^^xy-^tf' wählen 
können. Die Formeln für x und y wären nicht komplicierter 
geworden. Man Mtte erhalten 



_ y8a--86-3r4-V& + r 
X "-"• A u. s. w» 

2y2(4a-6-r) 

Man kann die Unbekannten auch noch in folgender 
Form darstellen: 

Um diese Formeln zu erhalten^ mufs man auch für t 
noch eine andere Darstellung anwenden^ als die in 233 
entwickelten. Dort erschien t überall als eine Quadratwurzel. 
Es läfst sich t aber auch als eine Wurzel des vierten Grades 
darstellen, deren Badikand nicht komplicierter ist als die 
Radikanden der Quadratwurzeln. 

Man erhält diese Darstellung von t am ein- 
fachsten dadurch, dafs man die Darstellungen für t, 
welche quadratischen Faktoren des Zählers oder 
Nenners von dem Quotienten der linken Seite der 
Gleichung 233 (7), (in den obigen Beispielen 233 (16), 
auf welche die Kombination der gegebenen Gleichungen 
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führt); entsprechen^ mit einander mnltipliciert und 
ans dem Produkt die Quadratwurzel zieht. 
Hier ist also t zu bestimmen aus 

(2) (^* + y^!=£ILH^ = £, 3. 233 (iß). 

Die quadratischen Faktoren des Zählers links sind 

a^+ y^ und x^— xy + y\ 
Nach 233 (30) und 233 (38) folgt aus (2) 



-86-8r 



h + r -^-«y-t-ir y 5^^ 



(4) für r=l/8ä^^;^8äM^. 

Aus der Multiplikation dieser Darstellungen von t ergiebt 
sich die gesuchte Darstellung von ty welche der Kürze halber 
mit T bezeichnet werden soll. 



(5) T^y^ 



4-&-r)(8a-3&--3r) 



(2a-6 + r)(6 + r) 
Wegen (4) igt nämlich 

(6) (2a + b- r)(8a - 36 - 3r) = 2a(20a - 116 - 7r) 

(7) (2a - 6 + r)(6 + r) = 2a(4a - 36 + r). 
Daher wird 

Andere Darstellungen von t in dieser Gestalt, 
als Wurzel vierten Grades mit einem so einfachen 
Radikanden^ giebt es nicht. Der Ghnmd für diese Be- 
hauptung liegt in dem Umstände^ dafs 

\x — y) 

für eine Gleichung 233 (7) nicht von einer quadratischen 
Gleichung abhängt^ deren Koefücienten nur erste Potenzen 
von a und 6 enthalten (vgl. 233 (I61)), sondern von einer 
quadratischen Gleichung^ deren Koefücienten quadratische 
Ausdrücke von a und 6 sind. Man hat hier keine Dar- 
stellungeu; welche denen in 233 (17) entsprechen. Schafft 
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man das r ans dem Nenner fort^ so erhält man überall 
quadratische Ausdrücke für a und &. Dasselbe geschieht^ 
wenn man r aus dem Zähler fortschaffb. — Bei dieser Formel 
für i ist zu bemerken: Das Produkt aus Zähler und 
Nenner des Radikanden mufs stets ein vollständiges 
Quadrat sein. Hier ist 

(9) (20a - 11& - 7r) (4a ~ 36 + 3r) = (- 4a + 56 + r)\ 

Da nach (3) 

2a-}-& — r 8a — 3& — 3r 

2a~6-}-r"" 6 + r ' 
also auch 

(2a - 6 + T) (8a - 36 - 3r) = (2a + 6 - r) (6 + r) 
ist, so folgt aus der Multiplikation von (6) und (7) 

(20a-116-7r)(4a-36 + r)^ p^ + ^;;)(^+^)J 

= (~ 4a + 56 + rf. 

Um T zu finden, sind zwei Darstellungen von i mit 
einander multipliciert. Das Produkt von Zähler und Nenner 
im Radikanden von T ist ein Quadrat. Dies Quadrat findet 
man stets, bis auf einen Faktor, wenn man Zähler oder 
Nenner in der ersten benutzten Darstellung von t bezw. mit 
dem Nenner oder dem Zahler der zweiten benutzten Darstellung 
von t multipliciert, hier also bildet (2a + 6 — r) (6 + r) oder 
(2a - 6 + T) (8a - 36 - 3r). Der Paktor 2a hebt sich fort. 

Will man daher mit Hülfe der Formel (8) die Un- 
bekannten X und y entwickeln, so hat man in der ersten 
gegebenen Gleichung zu setzen 

a; = A (|/10a - 116 - 7r + V4a - 36 + r) 

(10) \ 

^ y - A(>/lÖa - 116 - Ir-S/A^a - 36 + r) 

und mit Zuziehung von (9) das X zu bestimmen. Man erhält 

Dann ergeben sich aus (10) die oben in (1) für x und y 
angegebenen Formeln. — Man würde dieselben direkt er- 
halten, wenn man 
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jf = yü — yV- 
setzte nud zunächst u und v bestimmte. Der oben angegebene 
Weg ist der kürzere^ wenn die Formeln für die t schon 
gefunden oder anderweitig bestimmt sind. Es sollte über- 
haupt nur gezeigt werden, dafe man auf dem in 233 an- 
gegebenen Wege leicht zu allen möglichen Formeln für x 
und y gelangen kann. Für die Berechnung sind die zuerst 
angegebenen Formeln der Lösung die einfachsten, insonder- 
heit wenn auch die imaginären Wurzeln mitgefonden werden 
sollen. Für die Darstellung der Unbekannten durch die 
Wurzeln des vierten Grrades ist zu beachten, dals stets 
sein mufs 



(11) y(20a - 11& - Ir) (4a - 3& + r) 4a -|- 56 -f r. 

Es dürfen also die beiden Wurzeln des vierten Grades nicht 
alle sonst ftir Wurzeln des vierten Grades zulässigen Zeichen 
und Deutungen erhalten. Man würde sonst aus der Kom- 
bination aller vier Werte der einen Wurzel mit den vier 
Werten der andern Wurzel im ganzen 16 Werte für x und y 
erhalten, und wegen der Doppeldeutigkeit von r sogar 32. 
Von diesen ist jedoch wegen der Bedingung (11) nur die 
Hälfbe zulässig. Es giebt nur 16 Wurzelpaare. Durch 
Elimination von y erhält man für x eine Gleichung des 
16. Grades, nämlich 

4a?^«- Ux^^+ (l^a^- 16a& -f- 96«)a;« 

- (12a2- 16a6 + 5&«)&a:*+ (a - 6)^== 0. 

Die Auflösung dieser Gleichung ergiebt sich leicht nach 
I. 365. Man hat 

4(a;«~ hciff+ (12a«- 16a& + bV)\a?^ bx") 

+ (a- 6)^=0. 
Setzt man daher der Kürze halber 

- (12a«- 16a& + 56«) + (4a - 3b)r = 2R, 

so ergiebt sich 
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Man erhalt diese Formeln direkt^ sobald man yermöge 
der zweiten Gleichung 

setzt und zunächst z bestimmt, so daTs man hat 



X 



=v 



2 



y 



-w 



237. 






"~2^(4a-5+r)«(2a+6-r) 



_ y2a + 5~r--y2a-& + r 
"~2^(4a-5+r)«(2a + 5-r) 

für r«y8a^-8a6 + 6^ 

Auch in dieser Aufgabe hat t denselben Wert wie in 
233. Man benutzt am besten taitj^^. Mit Benutzung Ton t^ 
in 236 (8) erhält man 

_ V20a-ll&-7r + V4a-36 + r 
yo ~— oQ u. s. IT . 

2yi6(20a-ll&-7r) 

Im ganzen liefert die Aufgabe 20 Paare Ton Wurzeln. 
Die Elimination der einen Unbekannten muis für die andere 
eine Gleichung des 20. Grades ergeben. 



238. 






a^+y^=2b 



^+y 



T ^ y4a-3&--3r + y& + r y4a--3&-8r-|/5 + ^ 

2V4a-3&-3r 2V4a-35-3r 



für r^y2a^--4ab + b^. 
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B. 



Hier ist t^^^xj^^ benntEt Die FcnrmeliL for t in 
233 gdten auch liier, nur ist dort 2h statt b xn setsen. 

L. 1. x^^ (y3a-2h-'r+yb^ 



2 



»r=i (y3a-26-r~>^:^) 



r=>/8a*-8a6+6». 



Um zn ermittehiy welche Formel for ^ liier die geeignetste 
ist, kombiniere man die Gleichungen nach 114 so, dals die 
linke Seite dnrch xy teilbar wird, hier einbch dnrch Sub- 
traktion. Man erhalt (x — yy= h — a, hat also diese Glei- 
chung mit einer der gegebenen zn kombinieren oder ^«_, 
anzuwenden. 



2«- K 






L. 1. ir== 

y 

2. X 



2f^3a-2b-r 
y3a-25— r-|^^ä 



2f'3a-26-r 



r=>/8a«--8a6 + &*- 



241. 



L. a: = 0, 1 (}/- 2a + 56 4- r +y 2a -U + r) 
y = 0, -^ (y- 2a - 56 4- r - i/2a — 36 + r) 



r=>/2a*-4a6 + 6^ 

Durch Subtraktion erhalt man a:y == 26 — a. Dies ist 
mit einer der gegebenen Gleichungen zu kombinieren und zu- 
nächst 31^ + y* zu suchen, oder es ist txp zu benutzen. 
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242. 



(a^+ y^) {x^—xy + y^) = a{x + yf 
a^+y'^2b(x + yy 

L. rc = 0, ^ {yiOa - 116 - 7r + >/- 2a + 56 + r) 



2 

y = 0, 1 (}/10a~116-7r - ■/- 2a + 56 + r) 

r wie in 241. 

Kombiniert man nach 114 die Gleiclmngen so, dafs auch 
die linke Seite durch {x + y)^ teilbar wird, so erhält man 

2a?-^xy + 2y^=^Qh-a. 

Es ist also das entsprechende t zu benutzen, oder man mufs 
zuimchst a?+ y^ und xy bestimmen. 



r-/*.2 



243. 



x-\-y 



= 2a« 



a6 
6^ 



.T^a = 2a* • 

L. 1. a; = I (4a - 3.6 + l/4a6-35*) 
j/ = J (4a - 36 - )/4a6-36«) 

(a + 6+]/a«~62) 



2. ic = 



2a— 6 



y = 



2a — 5 



2 (a + 6-l/a*- 6«). 

Bei der hier gewählten Form für die rechten Seiten der 
gegebenen Gleichungen wird r rational; es ist daher einerlei, 
welche Formel für t man wählt, man erhält immer 



h-r^. t.-}m- 



244. 



a^ + y« = (2a> - ah) {x + y) 
je* + y* = (2o« - 6«) {3? + y^) 



L. 1. a; = 0, ±>/2a*-6« 



y = i(y4a-36-i/6)y2^^^,(y'M^-Va^)]/|- 
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245. 



(«* + y*) («' + y") = 2a*- ab 
(x + y)(ie'+y^) = 2a'-b\ 

yä+b + YeT-b 



_ V4a-35-y& 



'a;*+y* a' + 6' 



2ti(a + &) 



246. 



L. h x = a, h 
y = b, a 



2- ■'-i=^('+Vi=i=S^)(2»*-9»» + 2»') 
Man findet zunächst 



, a + b -[/ 2a»~3o& + 26« 



Man dividiere die Gleichungen durch einander and setze 



so erhält man 



xy "'* ^' 



ab 
i^«-2 g*-2' 



M* — tt 



d.h. 



-^ ^(g~^) 



w = g 



also 



folglich 



g-2 



1) 



«*+y' aH2>* 



a?y 



a& 



o; 



J = f I (vgl 1. 165) 



2) 



folglich 



~2icy a* — 2a64-6*' 



a?— 



a?+y 



V r 2a* — 8a 



5 + 25« 



U. S. W. 
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Bei den folgenden Aufgaben hat man zunächst mittels 
Kombination der gegebenen Gleichungen immer eine Glei- 
chung zu suchen von der Form 233 (7). Aus dieser ist 

A?*4~ 1/ sc 

dann t zu bestimmen, d. h. —^-^ und somit auch — Dann 

hat die Auflösung weiter keine Schwierigkeit. Welche Formel 
für t jedesmal anzuwenden ist, um fär x und y möglichst 
einfache Ausdrücke zu erhalten, und ob es zweckmäfsig ist, 

t direkt zu suchen, oder erst u = — -^-^ und hieraus t, hängt 

von der Art der gegebenen Gleichungen ab. 



247. 



" xy(x + yy^a 



X a + Vär 

L. x= . ' ^ f y 



^4.a^{a-r) 



a — Var ,/— s kt 

y4a*(a-r) 



Indem man das Quadrat der ersten Gleichung durch die 
zweite Gleichung dividiert, erhält man 



(aJ + # 



a' 



xyix^+y^ h 
Hieraus ergiebt sich als einfachste Formel 



t 



-Vr 



248. 



x^—y'^ = 



a n 



(^ + 2/)* 



^ xy -\ 



2^a(a-85) 2^a(a-86) 

249. ^2/ 

L. ^-|(a+Va*-86), ^ + | (a -Va* - 86). 

Diese Aufgabe ist aiia leichtesten nach 142 zu lösen; 
man kommt aber auch nach 233 leicht zum Ziele. 
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250. 



o?y — xy^= b(x + y) 






y r=^ya^— 16a6. 



Indem man die erste Gleichung durch die zweite 
dividiert und den Quotienten mit --^-^ multipliciert^ erhalt 

•^ y 

man 

^ ^ xy{x — yY h 

Hieraus findet man als einfachste Formel fOr t 



t 



r a — r 



Diese ist zu benutzen. 

Hier läfst sich t durch a und r allein darstellen. Dies 
a ist ein Faktor von r*. Laust sich r* in zwei rationale 
Faktoren zerlegen^ so laGst sich t immer durch r und den 
einen dieser Faktoren^ ohne den andern^ darstellen (vgl. I. 406 c). 
Diese Darstellung wird jedoch nur dann besonders einfach, 
wenn a oder 6 ein Faktor von r* ist. Dies ist der Fall, 
wenn in der homogenen symmetrischen Gleichung des vierten 
Grades, aus der man t zu entwickeln hat, der Zähler oder 
Nenner links ein Quadrat ist. Hier ist in (1) der Zähler 
links ein Quadrat, {x + yy. Diesem Zähler links entspricht 
rechts a. Daher mufs r^ den Faktor a enthalten. Wäre 
der Nenner links ein Quadrat, so mülste r^ den Faktor b 
enthalten. — Der andere Faktor von r* ist im vorliegenden 
Falle a — 166. Man mufs daher schliefsen, dals in (1) der 
entsprechende Ausdruck links ebenfalls ein Quadrat ist. In 
der That hat man 

(x + yy- 16xy{x - y)«= (x'- 6xy + y'f. 

Entsprechend kann man unter Anwendung der Be- 
zeichnungen 
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ma:*+ nx^y '+pa^y^-\- nxy^+ my^=^A 
uxf" + vx^y + WQ?y^ + vx'^ + wy^ = B 

ganz allgemein folgende Sätze aufstellen: 

1. Ist A ein Quadrat^ so giebt es stets zwei rationale 
Faktoren a und ^^ aber auch nur zwei solche, durch welche 
aA + ßB ebenfalls ein Quadrat wird. 

2. Ist weder A noch B ein Quadrat, und sind a und ß 
zwei rationale Zahlen, für die aA + ßB ein Quadrat wird, 
so muls es stets noch zwei andere rationale Zahlen y und d 
geben, für die yA + SB ebenfalls ein Quadrat wird. 

3. Ob die Herstellung solcher Quadrate aus A und B 
vermittelst rationaler Faktoren möglich ist, ersieht man, 
wenn man t entwickelt aus 



(3) 

Ist dann 

so muTs 



Ä a 



r^=(cca + ßb)(ya + db), 



aA + ßB sowohl als yA + dB 

ein Quadrat sein. Diese Darstellung von Quadraten wird 
also nur auf eine rationale, irrationale oder imagiimre Weise 
möglich sein, jenachdem die Faktoren von r^ rational, irrational 
oder imaginär sind, jedesmal aber immer auf eine doppelte 
.Weise, da r^ immer zwei Faktoren enthält (vgl. L 406). 

Der Beweis dieser Sätze ist bereits in I. 406 gegeben, 
wo sie in einer anderen Form schon einmal aufgestellt 
worden sind. Setzt man in den dort angegebenen Formeln 

statt X überall —y so gelangt man zu den vorstehend auf- 
geführten Gleichungen. 

Wie man direkt zu den Ausdrücken gelangt, welche 
nur r und den einen Faktor von r^ enthalten, ersieht man 
leicht aus I. 406 d. oder aus 11. 233 u. f., indem man das 
dem quadratischen Ausdrucke entsprechende t sucht. Ist 
demnach in einer Gleichung (3) die Gröfse A ein vollständiges 
Quadrat, also z. B. 

A = (ax^ + yxy + ccy^, 

Bardey, Algebraische GleiohungeB. 5. Aufl. 19 
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so mofs man 

ßx' + Sxy + ßy' 

i~i 1 i= W 

ax^ + yxy + ay* 

zunächst suchen und daraus t] dann erhält man fOr t eine 
Formel; in welcher nur r und a vorkommt. Die Faktoren 
ß und ä sind gleichgültig; sie fallen wieder heraus. Am 
einfachsten setzt man also 

(4) .."'y , . = « 

V / ax*-f-yxy-\-ay^ 

(s. 233 u. f.) und bestimmt dies u zunächst aus der Gleichung 
(3) und mit Hülfe von u aus (4) t — Für die obige Glei- 
chung (1) hat man also zu setzen 











(x+y)' 


- w. 


Das 


giebt 


für u 


die 


Gleichung 

1 


a 




M(l~4t*) 


h 










a + r 


d.h. 


also 








xy 

{x + yy 


a-\'r 
Sa ' 








/- 


^+y i/" 


2a 
1 



251. 



' {x + yy=a{x'+y^' 



L. ic = 0, ^{ySa-r+y2a-8b-2r) 
y = 0, i(l/3^^-l/2a~ 86- 2r) 

Nach 114 erhält man hier zunächst 

a^ + 6xy + y^ «= a + 26. 

Man hat also entweder das diesem Ausdrucke entsprechende t 
zu suchen und zu benutzen^ oder man mufs diese Gleichung 
mit der zweiten gegebenen Gleichung kombinier^i und 
zunächst xy und a^ + j/* bestimmen. 
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262. 












263. 



(x + y)*=2axif' 
3^+if*''= 2hxy 



L.X'^0,UV2cr-r+y7r-10a-4tl) 



2 



2/ = 0, i(y2ä^ -yir-lOa-U) 



r=y2a{a+h). 



264 



Man findet hier zmmchst 2a^ + Zxy + 2y* 

a? — y^=a 
ix-yy(afi+y') = l 



= o — 6. 






» = 



g— y2r— g* 



-]/: 



a' + ^ft 



6a 



256. 



L.l.a;=4(T/3r-5a+l/lla+246-5r) 
y=i(/3r-5a~|/lla+246-5r) 



,r=y6a(a+46). 



2. a; = y == 0. 

Nach 114 findet man hier zunächst 

(1) 2x^ +xy + 2y* = 2(a + 96). 

Man dividiert also entweder eine der gegebenen Gleichungen 
durch X + y und sucht aus der so gewonnenen Gleichung 
und (1) zuimchst xy und x^ + y^, Oder man sucht das der 
Gleichung (1) entsprechende t. Man findet 



V lU-a y 2r-5g V IIa 



3r — 6g 



+ 246-5r 
19* 
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Der letzte Ausdruck, der nach 233 (35) gefunden wird, ist der 
gesuchte. Dann ergeben sich aus (1) die Unbekannten in 
der gegebenen Form. 



256. 



{x + y)(x^+ y^)(x^+y') = h{x - y)^ 
L. 1. ^ = 1(1/27^^1 + 1).JB, y = i(|/2rri_i).E, 



JR 



2 

5 



257. 



2. o; = «/ = 0. 

\x - y) {x^ - y^) (x^ -y^{o(^-f) = d 
(et + y){x^^y'){x^+ xy + y^)^h 



258. 



^' X= Iq ^ ^ - j y 

2y81a*6*(r-2a) 

r = ya^T24äP. 

{x''-y){x^—y^=^a 
Sx + y){x^+y^){x^+y'^) 



2^81a*5«(r-2a) 



= 6 



j _ yr^2a + Yä __ yr ^2a- |/ä 
2yr — 2a Syr — 2a 



259. 



r = •/««+ 86. 
' (a; - y) (a;* — y*) = o' 



2y2r-3a 



^ l/Sr — Sa— l/ä 
2y2r-3o 



260. 



r=y2a«+26. 
' a;(y — 1) = o 



T ^ 1 /-./o Q~l "N 'l/2r — 3a* + a 



r^y2äF+ 2h, 



y2r-3a* + a 
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Die Elimination von x ergiebt die Gleichang \j_i == y 

w I 

d. li. eine acht symmetrische Gleichung de« 4. GhradeS; die 
nach I. 364 leicht zu lösen ist. Es ist demnach 



y+i 



= t oder 



yHi 



= u 



y-i y 

zunächst zu bestimmen. — Diese Aufgabe ist übrigens nicht 
wesentlich von 188 verschieden. Man bringt sie auf die 

Form 188^ indem man — statt y und uv^ statt x setzt. 
x = a(tf — l) 



V 



261. 



262. 



L. x= . 9 y = \ } 

y2r-3~l y2r-3-l 

'(^ - yy{^- y^){p^- f) = a 

{x + yyia^+y^(a^+y^) = h 



v¥^- 



L. a; = 



y2r-8a4-ya' 



y2r — 3a— ]/a 



2ya(r — a)(2r — 3a) 2ya(r — a) (2r — 3a) 



r=y2a(a + b). 

Diese Gleichungen haben 32 Wurzelpaare. Die Elimi* 
nation der einen Unbekannten liefert für die andere eine 
Gleichung vom 32. Grade. 

'xy(x^+y^) = a 

b 



263. 



X — '" 



L. rc = -r- (^r + 4a + ^r — 4a) 



y 



^ uyi+4^ ^y^riTü) 



, r=yi6a» + 6* 



264. 






y _ y4a»--2&4-r+y3& 

2|^3a(4a»-254-r)y3 6 
_ y4a«--2b + r-y85 
2V3a(4a»-25 + r)y36, 



, r=yi6a*~16a«6 + 6l 
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r-«.« 



266. 



= a 



05*— a;y + y' 

5 + y 



L. x — y 



h J 



"~ 2 |/4a-5-ya-6 

um die Lösungen gerade in dieser Form zu erhalten, 
muJs man f&r t die sreeiizneten Ausdrücke suchen. Aus der 
Mnltiplikation der Gleich^en ergiebt sich 



(1) 

Daraus erhalt man 



(2) 



^"~ K 4a-6-2r "" Kr-2(a-5) 

far r=y(a — a)(4a-6). 



Es sind dies ^a^+^ und txy. Setzt man in einer dieser For- 
mebi für r seinen Wert und hebt, so giebt das 

.2^ y4a — &+2ya-5 
""y4a-6-2ya-& 

Schafft man hier die Wurzehi aus dem Nenner fort und 
radiciert, so hat man schliefslich 



(3) 



, y4a-64-21/a-ft 

t = 7= • 

yu 

Man kann diese Darstellung von t auch direkt finden, 
ohne die Benutzung der allgemeinen Darstellung in (2). 
Aus (1) folgt durch korr. Add. 

ory a — 

g'+y' -i /4a'- 

xy f a — 



-_6 
b 



/Ä + y\*^ y4a~5+2ya~6 ^ (y4a-& +2ya-&)' 
U-y/ ""y4a-6-2yä^^ ~ 3& 

Badiciert man, so erhalt man (3). Es ist demnach zu setzen 

x + y = X (yia - h + 2ya-6)" 
ic — y«=Ay36 



(4) 
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Quadriert man^ so folgt durch Addition und Subtraktion 



(5) 



V+ y«= AV4a-6 (l/4a - 6 + 2i/ä^^) 



Setzt man die Ausdrücke aus (4) und (5) in die erste der 
gegebenen Gleichungen^ so erhält man 



A = 



a 



y^a-h-Ya-b 



und somit aus den Gleichungen (4) die oben f&r x und y 
angegebenen Ausdrücke. 



266. 



a^+ix>y + y^=a(x — y) 



^ y4:a-b+ya'-b 



2 



___^ ^ 1/35 + V4a-6 4-2ya-5 

Dividiert man die Gleichungen durch einander^ so erhalt 
man die Gleichung (1) in 265. 



267. 



a!*+y* x — y 



y __^ a l/2a--5+l/2a~2& +l/&" 
' 2 l/2a-& 



_^ a_ y2a-b + y2a-2b -yb 

y^ > 2 ' y2i::-b 

Multipliciert man die Gleichungen mit einander^ so er- 
hält man durch korr. Add. und durch Radicierung leicht 



X 
X 



«+y'_i/2^ 



-5 



Dividiert man durch diese Gleichung die erste der gegebenen 
Gleichungen^ so erhält man x — y u.s.w. 
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268. 



, r=y(a + b)b. 



269. 



{x + y)n^+ y') =^a(x^+ xy + y^) 
x^y^=b(x^+xy + y^) 

L. l.a?-y(l/a + 6 + r + ")/a + 6-3r) 

2. a; = y = 0. 
Die Addition der GleicliiiDgen liefert zunacliBt 
(x' + xy + yy^ (a + 6) {x^+ xy + t/«). 

(^ + vYi^ + y*) = a(ic* - a;y + y^' 
x^y^=b{x^— xy + y^) 

L. ir = 0, y (y^a- 6 -r + ya + 76 -5r) 

y = 0, y(l/a-6~r-l/a+76~6r) 

Man findet zuiulchst 
(ic^+ 3ict/ + y^) (a;*-- a?y + j/«) =« (a — 36) (a^'-'Xy + y^) 

a^y-xy^=^{af' + ^) 
x^y + xy^=b(x^— y^) 
L. x = 0, Y(/(a - 2b)b+Y(a + 26)6 - 26) 
y = 0, yCyCa - 26)6 --/(a + 26)6 + 26). 
x^+y^=a(xr'+y^) 



, rwie in 268. 



270. 



271. 



x^y^ (x + y) = b (a^ + y^)^ 
L. l,x = -- iVa + r + ya + 2b - r) 



1, , , ,U=>/4a6 + 56^ 

y = -(ya + r^ya + 2b'-r)\ 



272. 



2. a; = y = 0. 
Man findet zunächst a? — y^ = a + b, 
(x — y) (x^ — y«) (a;* — y^) = aa;y 

L. x= y-« + ^> + r+ya + 35-r ' 



2V4(-a+& + r)(a + 36-r) 
_ y-~a + 5 + r~|/a + 3&~-r 
2V4(-a+6+r)(a + 35-r), 



, r=)/a^+2a6 + 96l 
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273. [a^y + xy^= a{x^y + xy^) = 6(a^ + y*)] 

^ • ^ = ^^ W^) (« + 4 6 + r + y(a + r)(3a-r) ) 

274. [a(ir8y + a?y») = ah{^ + y") = h{s^ + y*)] 

, r=y^T86l 






h) 



Die Gleichsetzung des ersten und des dritten Ausdrucks 
unter Division durcli x^y^ liefert 



a 



also 



xy 



xy* 

2 



«(M)-(f)*+(l)'-(f+f)'-^. 



X 'U x^ "4" v* 
d. h. eine quadratische Gleichung für — h — = — J-^-. deren 

beide Wurzeln u^ und «i^ heifsen mögen. Dann hat man 



und 
also 
und 



{x?+y^y^lu,(a?+fl 
x^— 'bu^a^+ 2o?y^— ftwiy*+ y*=0 
ic* — hu^x^ + 2a;^«/^ — 6wg t/^ + y* -^^ 0, 



a; 



zwei acht symmetrische Gleichungen für — , aus denen für 
I je 4 Werte gefunden werden. Nunmehr kaim man x ^pt, 



275. 



y = qt setzen u.s.w. 

x^+y^^2a(x + yy 
_xy(x^ + y^) = 26(a? + yY^ 

L. ^ = 0, i(y-3a + 56 + 5r +")/5a + 56 - 3r) 

y = 0, |(y-3a + 56 + 5r -y5a + 56-3r) 
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276. 



L. a; =i(V- 3a + 66 + 5r + V- 3a - 116 + 5r) 

y =i(y- 3a + 56 + 6r - V" 3a - 116 + 5r) 
r wie in 275. 



277. 



278. 



g' + y' ^ 

aj«_y» «y 

r=ya2-6a6 + 6*. 

'a?y(a; + y)*(a;* + f) = a 
(a; + y)V+J^) = 6 



L. a; = 



2 1/(140- 46 + ör)" 



|/l4a-4& + 5r-Vr-2a 



, r=>/8a«~4a6 + 6l 



Man erhalt im ganzen 28 Wnrzelpaare. Die Elimination 
der einen Unbekannten liefert für die andere eine Gleiclmng 
Yom 28. Grade. 

279. a(x^ + y^) = a6(ir* + y*) -= bxyQxr^ + f) 



L.. = 0,4^(l+>^ 



•, »•-y'4a»+(a-6)» 



y = 0,-^^l-|/-3^j 

280. [a(x^ + y^) =^ab{x + y)^ hxy{(x? + f)'\ 

L. 1. rc = ^^ . ^ 9 y = 9 



2\/r-2a 

r =Y4a^ + {a - hy. 
2. x = y = 0. 



2\^r-'2a 
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281. 



/jj' — y' flj8_-5« 

x^ — y^ a^ — V 



L. 1. a: = a, 6; y = h, a 



Man dividiere die Gleiclmngen durch einander und führe; 
wie in 246^ u und q ein., so erhält man 

u^ + u = q^+ g[, nach 1. 105, 

«* = «;-(« + 1); 

, ^^ =^ \ , d.h. 

a;y ab 

— == ^; — (nach 1. 165) 
gMjL'^«'+«5+5'^ d.h. 



also 

(1) 



(2) 



a; + y r a*— afe + fe* 



Den letzten Wurzelquotienten setze man der Einfachheit 
halber gleich r, so ist x = 1(1 + r), y == X(l — r). Zur Be- 
stimmung von X dient die erste Gleichung. 



281i. 



^8 + y8^aH_^ 

a;' — y* a* — 6* 
x^ — y^ a' — &• 

L. o; = a, — &, + ag;, + hq 



, 2 = a» 



a» + 6^ 



Man dividiere die Gleichungen durch einander, so kommt 

a;* + y* a* + 5* 



aj"y* 



87.8 



a«6 
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d. h. nach 1. 165 



also 






a 



S7 



281,. 



X . a . h 

— = -T- -T-; H 

y — b — a 

{x-yy {a^by 
a?Hy' a' + ?>' 

L. 1. a? = a, 6; y = bya 

o ^_ (a + &)»(a' + ft') /q , «+^x/3Uow 

Man mnltipliciere die Gleiclmngen mit einander und ver- 
fahre wie in 281. Dann findet man ans der Gleichung ftir 
u und q nach I. 106; da ti = $ der Gleichung genügen mal% 



M = g, ^_^ ; d. h. 



(1) 
also 



a?"+y" a«+'^ 



xy 
b 



ab 



— = ^f — (nach I. 165) 



a 



(2) 
also 



282. 



x* + y^ _ Ma*-ab + b*) 
xy a* — 4a6 + 6* 

x — y a+ b ^ 

(x -- y)(a^^ fW-f) = (2a - 6)(26 -a) 
(^ - y)(^+ y')V+ ?') = a6 



L. a? = 



2^V«*(3a-2&)(2ft-o) 2^6«(S6-2a)(2a-6) 



_ V3a-2ft-V2&--a V3&-2a-y2a~5 

2^a*(3a-26;(25-a)' 2^6>(35-2a}(2a-6) 

Die Gleichungen haben im ganzen 32 Wurzelpaare. Die 
Elimination der einen Unbekannten muls für die andere eine 
Gleichung vom 32. Grade liefern. 
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282i. 



(x* + y^)(a^ + f) ^ ab 
(a^ - f){(ii? - ir») = (2a - &)(26 - a) 



y _ }/3a— 26+y2&-a ysft — 2o+y2a-6 
2 y8a-26 2 }/86-2a 



283. 



2^3a-26 


J&-2a-V2a- 


-ft 


2^36~2a 




\{x^+y^){??-\-f)-a^-V'\ 






a;5+y5=a»-56» 







284. 



•, _ ya+66+Va-36 ya-66+l/a+ 36 
2 ya+ 56 2 ya-5& 

ya + 66-Va-36 yo-66-yo+8& 

"~ 2^Va+5^ ' 2^V«--6& 

a;6 + y'^ = (a« - 56«)(ir» + y«) 
a;^ 4- y8 = a^ — &^ 



Da in der Aufgabe nur 6« auftritt, karm für das in der 
Lösung auftretende h sowohl der positive wie der negative 
Wert der Wurzel aus 6* verwendet werden. 



285. 






286. 



T ^ a+}/-3a» + 2fe + 2^ _ a-y^3a«4-26 + 2r 
CC^^ yl^z=z a(x — y) 



2y'a-6+r 

r = y2a' - 2ah + b*. 
2.x=y = 0,yb. 



2^a-6 + r 
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287. 



cc^^ ax + hy 
ff^^hx + ay 

Jü« X* CO — ff ^ y — " n "^"^ 

2Vr~26 2yf^2& 

r«-)/a»-2a6 + 56«. 

2. a; = y = 0, Va + 6. 

Die Division der Summe der gegebenen Gleichungen 
dnrcli deren Differenz ergiebt 

Hierans findet man 

^ ^y^^ (^gl- 279 und 280). 

Diese Formel für t ist zu benutzen fiir die Differenz der 
Gleichungen 

{x + y){a?+y'^=^a'-l. 

Diese Aufgabe unterscheidet sich von der vorhergehenden 
Aufgabe nur durch die Werte der bekannten Gröfsen. Setzt 
man in 286 a — & statt a und a-^-h statt h, so erhält man 
durch Addition und Subtraktion der Gleichungen die Auf- 
gabe 287. 

Am einfachsten ist eS; die Aufgabe direkt anzugreifen« 
Die Division der Gleichungen durch einander liefert 

axy(x^ — y*) + 6(3?*^— y^) = 0. 

Nach Heraushebung des Faktors x — y hat man dann für u 
die Gleichung 

a(u + 1) + h{u^+u - 1) = 0. 
x^=2ax — by 



287i. 



y^= 2ay ~ hx 



L.l.a;=4(V5*-~3a+46+V5r-3a-46) 
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2. a; == y « 0, ^2a-h. 

3. x-=--y=Sf2a + l. 

Durch Addition der beiden Gleichungen erhalt man 
(a? + y) (a^+ y*- xy{ßi^+ y^ + x^y^^(2a - 6) (a? + y), 

durch Subtraktion der Gleichungen von einander 
(a? — y)(a^+ y*+ xy{x^+ y^ + a?V) = (2a + h)(x — y). 

Hieraus zunächst 

a; + y = 0, oder o?* + y* — a;y (a?* + y*) + a;*y* = 2a — 6 

und a:~ y = 0, oder a;*+ y*+ a?y(a;*+ y*) + a?^y*=2a + 6. 

Jede der beiden ersten Möglichkeiten kann mit jeder der 
beiden letzten kombiniert werden. Das giebt 

1. ic==:y = 0; 2. x^y2a + b, y ==» — a?== —^2» + 6; 

3. a; = y = V2« — &; 4. a;* + y* + a^y* = 2a; (a?* + y^a:y = 6. 

Aus der vierten Kombination läfst sich mittels Quadratur 
der zweiten Gleichung und Elimination Ton x^+ y^ der Wert 
von x^y^ und danach auch der von a^ + y^ bestimmen. — 
Man kann auch nach 236 verfahren. 



288. 



aj® + y^ = a(x^ — y*) 
a^4- y*=6(/t;«— y*) 



Jü. iZJ = U, — . . 



__^ a V8&-2a--y2a-& + 2ya-6 



2 



Man dividiere die Gleichungen durch einander und ver- 
fahre wie in 265. 



289. 



>+ a;V+ y*'^ ^(x + yy 
a:^+y^^b(x + by 

L. « = 0, ^(y2a-b + 2Yä'^^+ySb-2a) 
y - 0, i(T/2o-6 + 2/0-6 ->/36-2a). 
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Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ver- 
doppelten ersten, so erhält man links (a? -f y^*, subtrahiert 
man die verdoppelte erste von der verdreifachten zweiten, 
so entsteht links {a? — y^y. Man hat also 



290. 



291. 



x^ + /= {x + 3/)l/2a - h 
x--y^yZb — 2a 

^ + x^'f ■\- y^=a{x — yf 

L. r» == 0, |(]/36 ~ 2a + ■j/2a-6 - 2i/ä^^) 
y^O, 4(]/36--2a-y2a-6 + 2-)/a - h). 



2 



= a 



UC' 



2/' 



= 6(i» + y) 



T a Vöa — Sr + Vr'+a — ai/r— a 



yr-{-a — yr—a 



a y6a-'Sr^yr-\-a — 2yr--a 
y = — '- ^ — ' 

" yr-^-a — Vr—a 

r=ya^+4(a-by. 

Man dividiere die Gleichungen durch einander und wende 
korr. Subtraktion an, dann findet man zunächst 



(x^ + yy-x*y^ 



a 



d.h. 



a 



{x^-\-y^' xy a — h 

Im Zähler links steht die Differenz der Quadrate, im 
Nenner das Produkt der Grölsen x^ + y^ und xy. Durch 
Quadrieren, korr. Add. und Badicieren findet man daher 



(^' + !/*)'-- ^'2/* 



a 



a 



~— z= —y d. h. 

6)« ^ 



\x-yl 



{x^ + yy + x^y^ l/^+4(a 

xy V r—a 

2 yy+ä + 2>/r-a {yr + a + 2yr-a)^ 



Vr + a — 2yr — a 



6a— 3r 



u. s. w. 
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Will man nach der allgemeinen , in Nr. 233 erörterten 
Methode verfahren, so wendet man wegen der ersten Gleichung 
am besten taii^a.y^^ an. Man erhalt dann 



X 



= l(V^^SS??+l)(« + 26-r)u.s.w. 



Zu derselben Form der Lösung gelangt man, wenn man 
X — y = setzt und zunächst bestimmt. 



292. 



V + x^y^ +y^= 2a(x + yf 
x'^+y^=^2l{x + yy 

L. a; == 0, |(y5a - 86 + br+^ba - 3r) 
y = 0, 1 (y5a-86 + 5r - yba - 3r) 



,rwiein291. 



Aus der zweiten Gleichung kann man den Faktor x + y 
aussondern, dessen Nullsetzung bei Hinzunahme der ersten 
Gleichung die Lösung x = y ^0 liefert. Die restierende 
Gleichung a?' — x^y + x^y'^ — xy^ + y^ = 2h{x + yy kombiniere 
man nach Vorschrift von 158 in der Weise mit der ersten 
Gleichung, dafs nach Addition der beiden mit geeigneten 
Faktoren multiplicierten Gleichungen links der Faktor {x + yf 
auftritt. Sind u und v diese Faktoren, so mufs also 

u{x + yy — u{4ca?y + AiXy^ + bx^y'^) + v{x + vY 
— v(bx^y + bxy^+ bx^y^) 

den Faktor (x + yY in sich enthalten, woraus 

2(4w + 5t?) = b(u + v), Su = — bv, m = 5, t? = — 3 

folgt. Dann hat man 

2(x^+y^)-'Xy^l0a-6h. 

Eliminiert man b durch r und a, so kann die Lösung auch 
folgende Form haben 

X = -^{yr~+~ä + 2"/r — a + yba — 3r u. s. w. 



Bardey, Algebraische Qleiohnngexi. 5. Aufl. 



20 
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293. 



r— /«.S 



x—y 

x^-\-y^ 



a 
h 



L^-|(y5a-6& + 3r+ya + 2&-r)|/Ifg 



26-r 



294. 



:(5a-6HS**) 

r wie in 291. 
L. 1. a; - i(VlOa - 146 + 5r + V- 2a + 26 + r) 



y 



= ^(VlOo-146 + 5r - V- 2« + 26 + r) 



y = y'5a»-12a6 + 86». 

Aus der zweiten Gleichung 'ßisi sich der Faktor x + y 
ansBondem^ dessen Nnllsetznng in Verbindung mit der ersten 
Gleiclmng die Lösung 



X 



-y-V\ 



liefert. Durch Verbindung der übrig bleibenden Gleichung mit 
der ersten Gleichung kommt dann 

xy{x^ — a?y + y*) = a — 6. 

Jetzt ist T zu bestimmen nach 236. 



295. 



i»* + 3/*= 2a(a;* — xy + y^) 
x^+y^=2h(c(?+ y^ 

L. a; = 0, -| ()/5a - 46 + r + )/46 - 3a + r) 

., },rwiein294. 

y = 0, |^(-)/6a-46 + r-y46-3a + r) 

Man findet hier zunächst xy — 2(a — 6). 
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296. 



(x - y) (a^ + y^) = U 

j ^ba—nb + br + Yöb + na + br 

2y6a + 66-8r 

2^6a + 56-8r 

r = >^5a«-6a6 + 66> (TgL Nr. 192). 



y = 



297. 



, r=y'8a»+6». 



(sc* + «y + y*) (a; + y)* == a (5a;» + 7a;y + 5y»)' 
ar* + y* = 6 (5a;» + 7a;y + 5y*) 

L. 1. a; = i (ySa - 6 + r +|/66- o) 

■ 

2. a? = y = 0. 

Man addiere die mit u multiplicierte erste Gleichung 
zu der mit v mnltiplicierten zweiten Gleichung ^ indem man 
(ygL 158) die Faktoren u und v so bestimmt; dafs links 
der Faktor 5x^ + Ixy + 5y^ auftritt. Man findet v = 6, 
w = — 1 und gelangt demgemälB zu der Gleichung (x — y)* 
= 66 — a. Damach ist die Formel für t zu wählen; oder 
man sucht, da, x — y bekannt ist, nur noch x + y u.s.w. 

Die homogene symmetrische Gleichung des vierten Grades^ 
aus welcher man t zu entwickeln hat, ist hier folgende: 

(x' + xy + y^(x + yy 



(1) 



x^ + y* 



a 

b 



Oben in 233 ist gezeigt, wie man aus einer solchen Glei- 
chung t, d. h. ^3^ findet, dafs man beliebig viele solcher 

Formeln für t entwickeln kann, welche Formel für t sich in 
einem vorgelegten Falle gerade am meisten eignet, wie man 
diese direkt erhält, welches der Zusammenhang unter den 
Formeln für t ist u. s.w. Es ist nun auch die Frage von 
Interesse: In welche beiden Gleichungen ist eine ho- 
mogene symmetrische Gleichung des vierten Grades 

20* 
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z.B. (1) [oder aUgemein 233 (7)] zu zerlegen^ damit sich 
eine bestimmte^ aus jener Gleichung (1) hergeleitete 
Formel für t besonders eignet? 

Aus (1) erMlt man leicht: 



, 1 /3a — ft-f r 1 / ö T / 2a — &-f~^ 

V Qb-a V -Ba + b+r'^ V 2a + 56-r 

-i/ 4a — 5 + r t/ r — & 4 / r — 5 

"" V -4a + 7ö+r"~ K 8a + 3a-3r ~" r 17r-48a-d 



U.S.W. 



Wie diese Formeln gefunden werden und welche Bedeutung 
sie haben, übersieht man nach dem Obigen, insonderheit nach 
den Erörterungen in 223 leicht. 

Nimmt man Beispiels halber einmal die dritte Formel 



r 
r 



^^ x-y V 2a + 56- 

so wird diese Gleichung nur eine andere Form der Gleichung 
(1) sein. Soll daher dieselbe in möglichst einfacher Weise 
erfüllt werden, so wird man setzen müssen 



(3) 



x + y=y2a — b + r 
_x — y=y2a + 5b—r_ 



So wird die Gleichung (2) und folglich auch die Gleichung 
(1) erfüllt. Aus diesen Gleichungen (3) ist r zu eliminieren 
und das Resultat mit (1) zu kombinieren. Aus (3) hat man 
darnach 

(4) x'+y^^2(a + b). 

Jetzt transformiert man (1) mit Hülfe der korr. Add. (I. 18) 
so, dafs rechts 2(a + b) erscheint, nämlich 

(x* + xy + y*)(x + yy _ 2a , , 

{x^ + xy + y'){x + y)\x' + y*) 2(a + 6/ ''•^* 

{x^ + xy + y*)(x + y)* 2a 

{2x^ + dxy + 2y^){x^ + y^-^ 2(a + b)' 

Dies, mit (4) multipliciert, liefert 

(x^ + xy + y*){x + yy ^^ 
2x* + Sxy + 2y^ 
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Damit hat man die erste der gesuchten Gleichungen. Diridiert 
man diese durch die Gleichung (1)^ so erhalt man auch die 
zweite, so dafs 

(x^ +xy + y^) {x + yy^2a {2x^ + Zxy + 2 j/«)' 

x^+ f=^ 26(2ic«+ ^xy + 2y^) 



(5) 



die beiden Gleichungen sind, in welche die Gleichung (1) 
zerlegt werden mufs, wenn die Formel ^a^^^ in (2) zur An- 
wendung besonders geeignet sein soll. Die Losung von (5) 
folgt dann aus (3): 

a? = 4-(y2a- 6 + r+|/2a + 56-r) 

y^\ {y2a -h + r - y2a + 56-r). 

Im Grunde bestand diese Zerlegung nur in der Be- 
stimmung der Gröfsen a und b aus den Gleichungen (3) 
und (1). Zu dem Zwecke war zunächst r zu eliminieren, 
wie es in (5) geschehen ist. 

Auf diese Weise wird man für jede der oben für t an- 
gegebenen Formeln leicht die beiden Gleichungen aufstellen 
können, in welche man die Gleichung (1) zu zerlegen hat, 
damit ein bestimmtes t besonders anwendbar ist. 

Für die fünfte Formel 



t 



-14= 



X 



+ 36-3r 

müTste man z.B. die Gleichung (1) zerlegen, wie folgt: 

x^+ xy + y^=2a 
x'+f==2b(x + y)\ 
Man würde erhalten: 

^^(Yi^^-b+ySa + Sb-Sr), y = | {yi^Tb^ySa -}- 36 - 3r). 

Für die sechste Formel 

mflfete maa die Zerlegung 

'{x' +xy + y*) {x + y)* =2a 
a*+f=2h 



t 
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anwenden und erhalten 

a; = -1 (V^TTj + ^17y _ 48a - i), 

y = i. (^^nr^ _ ^i7y _ 48a - 6). 
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{x + y)(x^+ xy + y*) = a(x — y) 
_(« — y)(a^ — xy + f) = 6(a; + y) 

L. 1. x = \{^\.'la + h-r + *^a + 11h -r)y^^ 



— a — h 



= |(Vl7a + 6-r-Va+176-r))/^ 



r ^yö^~+Mäb + ¥. 2. a: = y=:0. 

Für die Yorliegenden Gleidmagen ist t zn bestimmen aus 



Man findet aus dieser Gleicliüng folgende Formeln fiir ti 



1- V^^ 2. v=^ 

r — a — 5 +^** y 1o — a-\-T 

5. l/#«i|^ 6. l/^^S^ 

r 3(— a — + »") r a + 175 — r 

7 -i /a(a + 5& + r) o i /a(a-75 + r) 

*• K&(6a + & + r) ^* r &(7a-5-r) 

p -i/a( a+17b-f7) -^ -i /3a(a + 5+^ 

""• r 3&(a + & + r) ^^' K6(17a + &+r) 

11 V l7a + &-r .^ i /a(a~& + r) o |/ a» (a + 17 & + r) 

■^^- r a + 17& + r ^"^^ K &(-a + 5 + r) ^^' V t»(17a + 6 + r) 

Die ersten seclis Formeln sind^ wie man nach 233 d. 
leicht erkennt, die für t mit den Indices 

x — y^ x + y, x^+y% xy, x^+xy + y^, x^—xy + x^] 

in 233 ist angegeben, wie sie gefonden werden. Die 
siebente Formel folgt ans der dritten, wenn man das r des 
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Nenners in den ZäMer schafft und das des Zahlers in den 
Nenner; also mit 

a-\-6b-\-r 

unter der Wurzel mnltipliciert und nach ausgeführter Mul- 
tiplikation wieder durch dieselbe Gröfse dividiert. — In ahn- 
licher Weise werden die drei folgenden Formeln 8, 9 und 10 
aus den Formeln 4, 6 und 5 abgeleitet. — Di^ll. Formel 
ist ^ und wird nach 236 gefunden^ mmlich aus der Mul- 
tiplikation Ton 2 und 5, oder von 1 und 6, oder noch ein- 
facher von 5 und 6. — Die 12. Formel folgt aus der Mul- 
tiplikation der ersten und zweiten^ die 13. Formel aus der 
Multiplikation der neunten und zehnten Formel. 

Diese verschiedenen Formeln für t können sieb nur dann 
so einfach gestalten^ wenn im Zähler und im Nenner bezw. 
von tx-\.y und tx—y einfache Buchstaben a und h stehen. 
Dies ist dann stets der Fall, wenn (x + j/)* und (x — y)* 
bezw. Faktoren des Zählers und Nenners der linken Seite der 
homogenen symmetrischen Gleichung des vierten Grrades 

[hier von (1)] sind, deren rechte Seite -r- ist. 

Dies wird dadurch bewiesen, dafs man aus der allgemeinen 
symmetrischen Gleicbung des vierten Qrades 

^^ {ßx* + 28xy + ßy')(iix*-\-2qxy + ny^ b 

die Darstellungen von t^ — y und tx-{-y sucht. Man erhält, 
indem man nach Nr. 233 zunächst u und aus u weiter t 
bestimmt, 

1 / r — {ßn — dq) a -\- (am — yp)b 



t 



(n + q).(ß + S)a-{m+p){a + y)b 



tx + y='y 



{m —p) (a — y) b — (n — q) (ß — d)a 



r -\- {ßn — dq) a — (am — yp)b 

r=^y{{dn + ßq)a—iym + ap)Vf + 4c{amb — ßna)(dqa — ypV)- 

Soll nun der Zähler im Radikanden von tx^y kein 6, 
der Nenner im Radikanden von tx — y kein a enthalten, so 
müssen die Gleichungen stattfinden: 

(m —p) (a — y) « 

.(w + g)(/s + *) = o_' 
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Diese werden erfüllt durch 

jP = m g = — n. 

Der Allgemeinheit der Gleichung geschieht kein Abbruch, 
wenn wir m =^ n^^^l setzen. Dann erhalten wir 

^^ (ßx^+2dxy + ßy^{x^yy b' 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Wie die Zahl der Darstellungen von t überhaupt endlos 
ist (s. Nr. 233 d.), so ist auch für Gleichungen der hier auf- 
gestellten Art, d. h. solcher, welche links im Zähler einen 
Faktor (x + yY, im Nenner einen Faktor {x — t/)* haben, 
die Zahl derjenigen Darstellungen von t unendlich. 

welche im Radikanden den Faktor ^ haben. 



Aus zwei beliebigen derartigen Darstellungen, z. B. der 
siebenten und achten Darstellung folgt nach dem ES. (s. I. 19) 



^^ r & *(6 + 5a + r)m + (7a-&--r)p' 

wo man für m und p beliebige Zahlen setzen kann. Setzt 
man 1) m = 2, ß = — 1; 2) m = 2, ß = 1, so erhält man 
bezw. die neunte und die zehnte Darstellung von t Man gelangt 
am einfachsten zu der allgemeinen Darstellung von ty welche 

im Radikanden den Faktor ^ hat, wenn man nur die Dar- 
stellungen von tx + y und tx^y benutzt. Man hat aus diesen, 
d. h aus der zweiten und der ersten Darstellung, 



Y h b-a-hr V b 6a ' 



+ 
daher allgemein nach dem KS. 



w ' -Vfw^ 



^(a-b + r)p 



-f- «*)»» + 6a •!> 



Setzt man hierin m + p statt p, m —p statt m, so 
erhält man die Darstellung in (4). Setzt man 1) m = 1, 
jP = 1; 2) m = — 1, ß = 1; 3) m = 3, ß = 1; 4) m = 1, 
ß «= 3, so erhält man bezw. die siebente, achte, neunte und 
zehnte Darstellung von t 
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Nur die zwölfke Darstellung von t ist in den allgemeinen 
Darstellungen (4) und (5) nicht enthalten; sie trägt einen 
anderen Charakter (vgl. Nr. 236). 

Die folgenden sechs Aufgaben sind nach der in 297 
angegebenen Weise gebildet^ jene als für eine der obigen 
Formeln für t (11, 7, 4, 7, 8, 13) besonders passend. 



299. 



(x — yy(x^ — xy + y^) « 126_ 
L. rr = i(Vl7a + 6 - r + V« + 176 ~ r) 



2 

1/4 



y=±{\/na + 6 - r - Va + 176 - r) 



2 



300. 



'xy(x + yy=^a (x^ — xy + /) 
xy(x - yf= h (x^+ xy + y^) 



2y2(a-&) 



ya(a + 6b + r) -y&(5a + &-r) 



2y2(a-&) 



, r wie oben. 



2. a; = 3/ = 0. 



301. 



302. 



(x'+xy + j/^)(rr + yy= 3a(x'+y') 
(x^- xy + y^ix — j^)^= 36(a;*+ j/2) 

L. 1. a;=i()/7a-6 + r + "/76-a + r) 
j/=|('j/7a-6 + ^-T/76-a + r) 
2. a; = 1/ = 0. 

(a;-y)*(a;'-a?y+y') ^ g^g 
^{x^ + y*){x^ + xy+y*) 

Jj. x=^(ya{a + bh + r)+yh{6a+b+r)) 
y =^{ya(a+öb + r) - yb{6a+b+r)) 



r wie oben. 



= 3a 



, r wie oben. 



314 S* Schwierigere Gleichnngen homogenen Gharakten. 

Da in den gegebenen Gleichungen nur die Quadrate Yon 
a und h anftreten^ sind die in den Lösungsformeln auf- 
tretenden GhroJjsen a und h, die als Wurzeln Ton a* und V 
in die Bechnung eintreten, doppeldeutig. DemgemäGs enthalt 
die Losung der Aufgabe im ganzen 16 Wertepaare fBr x und y. 
Man findet zunächst 

^i^' = Sah. 



2 



303. 



r(^+y*)(a?'+^y+y') «^ 

7—9 ; s: = Od 

L xy(x* + xy + y*) 

L. a;==i(ya(a-76+r)+)/6(7a--6-r)) 



, r wie oben. 



Man findet hier zunächst (x^— y^y=^6abxy. — Auch 
hier sind a und b als Wurzehi Ton a^ und V doppeldeutig. 

rH^ + yy(^^+xy + y^ 



304. 



{x* — xy + yy 



= 3a 



8 



^(x-y^jx^-xy + y') ^ 3js 
L {x* + xy + y*)^ 

L.x==^{Va\a + 176 + r) + t/6^(17a + b + r)) 

y = I (Va^a + 176 + r) - t/&'(17a + 6 + r)) 

r wie oben. 

In den Lösungsformehi stellen hier die Gröfsen a und b 
die Kubikwurzehi aus a^ und 6^ vor, sind also an sich drei- 
deutig. 



305. 



(x + y) {x^ + y^) = 4a' 
Sp — y){a? — f) = ^b_ 

L. a; =|(V7a - 96 + 3r + V^ft - 9a -h 3r) 

y =|(V7a - 96 + 3r ~ V^^ - 9a + 3r) 



r =)/9a«- 14a6 + 96«. 
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•2.1/ 



2a 



Für t findet man liier folgende Formeln: 

. -i /3a — 35"+r 

r 3a — — 

^ -| /7a — 9& + 3r 
^- K 3a + 3&-r 



r 
r 



36 — 3a + r 



. i /6a-3& + r 
*• V 5&-3a + r 



6 



-I / 3a + 3 
• V 76-9a 



+ 3r 



„ n| /a(3a-d+lö 
*• r 5(3&-a + r) 



Q -|/ a(3a-6& + 
^* K 6(5a-36- 



r) 



p -| /a(3a + 3&+;Ö -ia lAI^ 

^' r &(9&-7a+3r) ^' V &(3a 



-7&4-3r) 



;+3r) 



&(3a + 3& + r) 



11.1/gEp 

r 76 — 9a 



-9& + 3r io 1 /a(3a-35 + r) jq 4 /a'(9a-7&4-3r) 
•'■^- K &(36-3a + r) ^^' V &«(9&-7a + 3r) 



+ 3r 



Diese Formeln werden auf entsprechende Weise gefanden 
und aus einander abgeleitet, wie die in 298 angegebenen. — 
Für die nachstehenden Aufgaben ist jedesmal eine dieser 
Formeln (3, 4, 5, 6, 1, 8, 12, 13) besonders geeignet. — 
Wären die Formeln für t nicht schon entwickelt, so würde 
man in den yier nächsten Aufgaben sehr leicht zur Lösung 
gelangen, wenn man xy und x^ + J/^ zunächst bestimmte. 

306 R^ + ^)(^*+2^^) = ^^2/" 

L. ic = 0, j()/a -Sb + r +ySa - b -^) 

y « 0, ^{Ya-Sb + r -i/Za -b-r) 

r=y9a«-14a6 + 96l 

Man findet hier zunächst 2(a?+ y^) - xy = {a — b) - xy, 
hat also, abgesehen von xy = 0, ifa? + j^ anzuwenden. 

307 R^ + yX^^+y')^'*^^'^^') 
l(x -y){o(?— y») = 6(a;^ + y^) 

L. rr = 0, ^()/5a-3& + r +-/66-3a + 

. J,r wie oben. 

y = 0, ■i(>/5a-36 + y -)/5&-3a + ^) 



.^- 
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308. 



Man hat zxumchst 2xy • (a?^ + y^) =^(a — b) {x^ + y*). 
x^— xy + y'^'^ a 
oc^+xy + y^^ 



b(^ 
\x-y/ 



2 



L. X =^(yia-9b + Sr +y^a + 36 - r) 
y « 4 (yia - 96 + 3r -)/3a + 36 - r) 



,r wie oben. 



309. 



— 4A2 



ic^ + 0? j^ + 3/^ «= 6 
L. X = |(>/3a + 36-r +i/76 - 9a + 3r) 
= T(V3a + 36-r +/76 - 9a + 3r) 



, r wie oben. 



y 



Die Lösung dieser Aufgabe muTs aus der yorhergehenden 
folgen, wenn man y mit entgegengesetztem Zeichen nimmt 
tmd a und 6 mit einander vertauscht. 



310. 



ix + yr{x' + y^ _^2 



{x*-xy + y*){x*+y*) 



6« 



L. Ä; = ^(/a(3a-6 + r)+-/6(36-a + r)) 
y = i(l/a(3a-6 + r)-y6(36-~a + r)) 



, r wie oben. 



Die Gröfsen a imd 6 stellen hier, wie in den beiden 
folgenden Aufgaben, die Quadratwurzeln aus a* und 6* vor, 
smd also doppeldeutig (vgl. 302). 



311. 



(x + y)\x^ + y^ __ , 



2xy(x^+xy + y*) 

{x-yY^x^-y^ 
2xy(x^-xy + y*) 



b' 



L.a;«^()/a(3a-56-hr)+)/6(5a~36-r)) 
y=i(ya(3a-56 + r)->/6(5a~36-y)) 



,r wie oben. 
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312. 



(a^ +y'){x + y)» = 2a\ci^ + xy + y*) 
(»* — y*) (« — y)* = 26*(a;* — «y + y*) 

L. a: = 0, i(Va(3a - 36 + r) +V6(36 - 3a + r)) 

2/ = 0, i(Va(3a-36 + r) -^6(36 - 3o + r)) 



313. 



r wie oben. 

(«• + «!/ + «/')' 

(a!»-y»)(a; + y)» 

(aj'-ajy + y*)' 



80» 
8&» 



L. » = i(Va»(9o - 76 + 3r) +\^h\U -la + 3r)) 

y = |(f a«(9a - 76 + 3r) -V6*(96 - 7a + 3r)) 

r wie oben. 

a und & treten hier als Kubikwurzeln aus den gegebenen 
Ghrö&en a® und 6' auf, sind abo (vgl. 304) dreideutig. 



314. 



'xy{x + y){a? + y^) = a 
xyix- y)(p(^ — y^)=-h 



T _ ya-^h + r+}/3a-h-r 

Jj. 30 —' T zzzzzzzzzz 



y 



_ya-Sb + r-y3a-h-r 



, r wie oben. 



^fr-a-b 

Hier ist zur Darstellung der Unbekannten taa^^ an- 
gewendet. 



315. 



c. 

Gleichnngen yon besonderer Form. 

^(^ + y)(P^ + 2y)(a? + 32/) = a 
2äj + 3y « & 

L. a: =-^(6 -1/6« +4y),j/ = -i"/56« + 4r, r=y9a + 6^ 



2 



3 
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Die Faktoren der ersten Oleichung links bilden eine 
arithmetische Progression. Die Differenz ist y. Diese ist 
zu suchen^ also x zu eliminieren. Man erhält 

(6 - Zy){h - y){b + y)Q> + %y) - 16a, 

woraus y gefanden wird, wie angegeben (vgl. 1. 374). — 
Man kann auch das Produkt des ersten und des vierten 
Faktors (oder das des zweiten und des dritten) als neue 
Unbekannte einführen, also z. B. ^ + Zxy =» z setzen und y 
mit Hülfe des Quadrats der zweiten Gleichung eliminieren. — 
In Worten lautet die vorgelegte Aufgabe: 

Wie heifst das erste Glied x und die Differenz y 
einer arithmetischen Progression von vier 
Gliedern, wenn das Produkt derselben den 
Wert a und die Summe derselben den Wert 
26 hat. 
Für eine arithmetische Progression von fünf Gliedern 

liefse sich ganz dieselbe Aufgabe lösen. In diesem Falle 

würde das mittlere Glied bekannt sein. 

Für a = 880, 6 = 13 ist o? - 2, 11, |(l3 ~/i6Ö9); 

j^ == 3, - 3, |yT6Ö9. 

x{x + y){x + 2y){x+ Sy) = a 
(2x + dy)y = b 

L.x=^-^, y=y ^ ^^ > 

y=y(4a + 6')(a + 6^). 

Auch hier ist wiederum y zu suchen, indem x eliminiert 
wird. Man multipliciert zu dem Zwecke die erste Gleichung 
mit 16y^, also links jeden Faktor mit 2j^, und setzt überall 
aus der zweiten Gleichung 6 — 3y* für 2xy. Das giebt 

(6 - 3y')(b - y')(b + y')(b + Sf) = 16ay* u.s.w. 

Auch diese Aufgabe ist leicht in Worte gekleidet; sie 
würde etwa so heilsen: 

Für eine arithmetische Progression von vier 
Gliedern ist das Produkt aller vier Glieder 



316. 
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gleich a, die Differenz der Quadrate der beiden 
mittleren Glieder gleich b. Wie heifst das erste 
Glied nnd die Differenz der Progression? — 
Das erste Glied ist x, die Differenz y. 

a = 6160, 6 = 57 geben a; = ± 5, ± 8/3; y = ± 3, Ty/S^ 
Dazn kommen noch vier imaginäre Wurzeln. 



317. 



'x{x + y)(x + 2y){x + 3y) = a 



L.a:=-|(T/26-j/«-3y), y=]/S?r, r=>/5a + 6*. 

Auch hier ist wiederum y zu bestimmen. Man multi- 
pliciere in der ersten Gleichung die beiden inneren Faktoren 
mit einander und ebenso die beiden äufseren. Multipliciert 
man dann noch mit 4^ so kann man aus der zweiten 
Gleichung leicht 

substituieren und erhält 

(6 - 5y»)(6 - y») = 4a. 

In Worten würde diese Aufgabe etwa lauten: 

Es wird das erste Glied und die Differenz einer arith- 
metischen Progression von vier Gliedern gesucht, wenn 
das Produkt der vier Glieder gleich a und die Summe 
der Quadrate der beiden mittleren Glieder gleich h ist. 

a = 360, 6 = 41 geben ä: = ± 3, ± 6, |(]/^ -- 3")/?|^; 



= a 



318. 



l+ag + a;' 
1 + y + y' 
1 + y + a;' 
1 + ^ + 3/' 

T ^ah-\-a-\-h-\-r a + 6 + 24-r 



2(a~&) 



2(a-&) 



r =y4a(6»+ 6 + 1) + (3a - 6) (36 - a). 
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C. Gleichungen von besonderer Form. 



Mittels korr. Add. erhält mau aus den ireirebenen ölei- 
chungen znxiächst 



2 + x + y + x^ + y^ ^ g + l 
{x-y){x + y+l) a-l 

^ + x + y + x* + y* h + 1 



(1) 

^^ ix-y){x + y-l) ""6-1 

Die Diyision dieser Gleichungen durch einander giebt 

x + y + l_{a-l){b + l) 

also 



x + y-l {a + l){b-iy 



ab-l 
^ a—b 

Jetzt ist noch x — y zn suchen^ am einfachsten aus (1) oder 
(2) nach 142. Man erhält 

(a — 6) (a? — y) « (a + 1) (& + 1) +^ n. s- w. 
Für a = Ji; 6 = ^ ist ic = 47, 13; y = - 27, 7, 



21 



= a 



319. 



320. 



19 

y + y* 

Laj + y» 

L. a; und y sonst wie in 318, nur 

r=y4a(6«+6+ 1) + (» + &?"• 






•-■|/(»-«(f$i-2)- 



Die Lösung dieser Gleichung kann durch eine trigono- 
metrische Substitution bewirkt werden. Setzt man o; = sin |, 
y = smri, so hat man sofort 

sin I + siii ^ = ö^ cos (| — i?) = & 
Den aus der zweiten Gleichung fliefsenden Wert von | — ly 
setzt man in die erste Gleichung ein, die man zuvor in die 
Form ^ . äA-71 ä-ri 



2 sm ^-^ cos 



a 



2 — 2 

gebracht hat. Aus dieser Gleichung finden sich zwei einander 
zu zwei Rechten ergänzende Werte filr ^-^—^f die man mit 



C. Gleichungen von besonderer Form. 



321 



dem zu ihrer Herleitnng benutzten Werte von ^-^ zu kom- 

selbst aber kann man zwei durch 



binieren hat. Für 



in? 

2 



das Vorzeichen Ton einander yerschiedene Werte nehmen, 
demgemäTs erhält man fQr die Unbekannten im ganzen 4 
Wertepaare^ entsprechend dem auf algebraischem Wege go* 
fondenen Resultat. 

, 703 

^+2^ = 725 

r 20 7 

^•^ = 29' 25 



320^. 



725 



y 



1_ 20 
25' 29 

627 



0? « sin 5 

• /fc I \ 627 

(5 + i?)i = 59,86250=« 



y = sm 1^ 

fr I • c\ * S "f" ^ ^'~^V 

sm I + sin 1^ = 2 sin —~-^ cos 



2 — 2 
(1 + ^)2= 120,13760= or^a 

364 
725 



703 
725 



cos(| + i?)«>/r~sinHg + iy)»|/l-Q'-± 

y — 364 



33 



eoB(i±^) = -)/i±?5|(|±5) 



cos "2- = 



708 




88 



ÖV68 



19 



51/58 sysä 
9 



1450 .sinü^ 51/58 5>/68 



cos (I - ,) = 2cos»^^ - 1 = 



smM = |/iH^pHS=± 



644 644 

; — 



725 
9 



> ± 



726 
37 



2 ^ 2 -^ 61/58' "^ 51/58 

. fc . o 5 + ^ • S-1? ,2.33.9 ,297 

sm I - sm 1? = 2 cos ^ Sin -^ = ± -^—- = ± 



2 



2 



5». 58 



725 



sin I + süi ^ = 



703 
725 



_ . j._ 1000 _406^ 

iC — sing— j^g^; 1450 

406 1000 

y^«"'^^ 1460' 1460 

B a r d e 7 , Algebraische Gleiohungen. 5. Aufl. 



21 
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jcy + y(l - a:») (1 - y*) = & J 



L. a; = i-(y2(H-ft)-a« + a-)/g) 
y = -|-(y2(l + 6)-a»-a-)/|H|). 

Man scliaffe aus beiden Gleichungen die Wurzeln fort, 
so findet man leicht ic* + y* und xy. — Setzt man o; = sin |; 
y SS sin 1^; so gehen die beiden gegebenen Gleichungen über in 



2cos^.cosi^=:a 



2 



2 



COS (I ± 1^) = 6. 



Durch Einsetzung des fiir ^ — ri aus der zweiten Gleichung 
sich ergebenden Wertes in die erste findet man einen Wert 
für S + i?> der dann mit dem zu seiner Auffindung benutzten 
Werte von 5 — j/ zu kombinieren ist. Für die Gröfse | — ij 
finden sich zwei durch das Vorzeichen von einander ver- 
schiedene Werte und zu jedem dieser beiden Werte zwei 



Werte von 



S + 1? 



2 , die einander zu vier Rechten ergänzen, 

das giebt im ganzen für die Unbekannten 4 Wertepaare, 
entsprechend dem oben angegebenen auf algebraischem 
Wege gefundenen Resultat. 

Auf Grund bekannter Formehi für sin $ + sin i? und 
sin^ — sini^ kann man dann auch die Werte fBr die Un- 
bekannten auf die Form bringen 

a;« sin — (I + 9?).cos4-(l - i?) + cos-J-(| + i?).sin4-(|-i?) 



2 



y = siny (g-Fiy) . cos y (I - 1^) - cosy (g-fi?).siny (I - y\ 



321i. 



x + y^a 



/l-a;2+)/l-y«=6 



y«|(a-6"|/^-l). 
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Auch hier ist eine trigonometrisclie LÖBung mdgUch. 
Setzt maa x »■ sin |, y=^smii, so giebt die DiTision der ge- 

gebenen Gleichimgeii durch einaader tg ^, die Addition 

der quadrierten Gleichungen liefert cos (| — i;). 

x + y^a 



321,. 



Durch Eilifiüinmg der Oröüsen w = — t; = -^ läfst sich die 

jß jß 

Aufgabe auf 321^ zortlckftlhren. 



322. 



'Vööy+y{l -x){l-y) = a 
iyx(l-y)+yy(l-x) = 6j 

L. a; = 4-(l + aVU^+byi - o*) 

Die Differenz der Quadrate der Gleichungen liefert 

(1) l-2(x+y) + Axy = a?-h\ 

Isoliert man in der ersten öleichung die zweite Quadrat- 
wurzel und quadriert; so ergiebt sich 

x-^- y — 2a Yxy = 1 — a^ 

Diese Gleichung ist mit (1) zu kombinieren. Das giebt 

x + y und yxy. 

Auch trigonometrisch kommt man hier sehr leicht 
zum Ziele. Man setzt 

(2) X == sin* I, j/ = sin* i^. 
Dann gehen die gegebenen Gleichungen über in 

["cos (I - 1?) = d 

^^ l^ (I + 1?) = & 

Daraus folgt weiter 

(4) sin (I - 71) =}/n^ cos (I + ij) =yT^=^ 

21» 



324 



XI. Gleichungen von besonderer Form. 



Nun ist 



sm*g = 2 



= -|(1 — cos (I + 1?) • cos (5 — 1?) + sin (| + i?) • sin (g — i?)) 

. 9 1 — C08 2n 
Sin* 12 = 2 ^ 

= |(1 — COS (I + 1?) • cos (I — 1?) — sin (g + i?) • sin (| — 17)). 

Setzt man hierin die Werte aus (3) nnd (4) ein, so hat 
man sofort die Unbekannten selber. — Bei der Doppeldeatig- 
keit der Qnadratwnrzehi ergeben sich für die Unbekamiten 
vier Wertepaare. 



323. 






L. o; =|(l/(l + a)(l + 6) +y(l - a)(l 
y=i(y(l + a)(l + 6)~y(l--a)(l 



6)) 



,.,,. . .,,. _, ,,. .,,. -6)). 

Die Grobe b, die ab Wurzel ans h* auftritt, ist dem- 
gemäß doppeldeutig (rgL 302). Die Gleichangen liefern 
also im ganzen acht Paare von Wurzeln. — Znnadist findet 

mau hier 

2xy = a + h «*+ y*= 1 + oft. 

DaCs man aach diese, wie die beiden folgenden Aufgaben, 
sehr gut trigonometrisch losen kann, übersieht man leichi 



324. 



Vx{l - y) + yy{l - x) = ä 
■/«(l - x) + yy{l — y) = b_ 

L. « = I (i + 1 yr=^» + y^^^^) 

Aus der Differenz der Quadrate ergiebt sich x — y 
= ya*— V. Jetzt ist nur noch x + y ixi suchen. 



326. 



x 



Vi - y^+ yyU^^^-fT^^ 



_xyi —x^+ yYl — j^* = a/l 
L. X und y wie in 323. 



6« 



G. Gleichungen von besonderer Form. 



326 



Die Division der zweiten Gleichung durch die erste 
Oleichung liefert nämlich die erste Gleichung in 328; denn 
es ist 

== xYl —x^+ y j/l — y^. 

Diese Gleichung enthält^ wie leicht zu sehen^ den bekannten 
Satz der Trigonometrie: 

sin (I + 1?) • cos (I — iy) = - (sin 2| + sin 2i^) 

= sin I cos I + sin 1^ cos iy. 

Man hatte daher statt der gegebenen Gleichungen auch 
die Gleichungen 323 setzen können. 



325i. 



'xyi-y^+ yyT^x^-== 2ayi - a^ 



Man setze a; = sin |, y = sin iy, a = sin c^, 6 = sin ßy 
dann hat man 

sin (I + 1^) = sin 2a cos (| — i^) = cos 2ß 

(I + 1?) = 2a, % - 2a (I - 1?) = 2ß, - 2ß 

l = a + ß, a^ß, |-(a«^), |-(« + ^) 

i?=a-/J, a + /3, |-(a + /J), |-(a-/3), 
woraus sofort die oben angegebenen Werte far x und y folgeiL 



325«. 



2- 



yp^ — (x?yp^ — y'^ — xy =^ p^ — 26^ 






y 






S26 



0. Gleiclitmgen Yon besonderer Form. 



Man setze x=p sin 5, V'^p sin ^, a=^ sin a, 6=j) sinjS 
und verfahre entsprechend wie in der Aufgabe 325^; so erhalt 
man zunächst 

und daraus die oben angegebenen Werte fiir x und y. 



326. 



Man setze 






t;. 



Dann wird wegen der ersten Gleichung 



iC-l 



= av. 



Man hat also o; und y^ wie angegeben. Um v zu bestimmen^ 
hat man die für x und j/ gefandenen Ausdrücke in der 
zweiten Gleichung zu substituieren. Das giebt 

woraus t;, wie angegeben^ folgt. 
Man kann auch 

X -{ — =w und 1/+ — =«' 
X ^ y 

als neue Unbekannte einfOhren. Quadriert man die erste 
Gleichung; so erhält man für u und v die Gleichungen 



M — 2 



a' 



t?--2 t?+l 



= 6. 



t?-2' 



aus welchen sich u und t; in der gewöhnlichen Weise be- 
stimmen lassen. — Auch durch Substitution^ indem man aus 
der ersten Gleichung x oder y bestimmt; mufs man zum 
Ziele kommen. 



G. Gleichungen von besonderer Form* 



327 



Setzt man a = -^; ^ = ^' so erhält man 

1 



327. 



x + l 



L. Ä? = 6, -^> — 3, • 
y = 3, J, -6, -|. 



1^ 

3 



Man findet hier zunächst nach der Torigen Aufgabe 

fx-l\ -I 



±2,t| 



r-as+l 



328. 



329. 



L. o; tmd y wie in 326, nur 

«=]/ *' ~^y^ , r =y'20(a» - 6)« + 6a6(a« - 1)«. 

L. a; und j/ wie in 326, nur 



330. 



-, /-a' + & + r ^ T/ 4(a'-6)H («•-!)'& 



* — 55* -f 55* — O; + 1 



aj~l\4 



L. X und 1/ wie in 326, nur 



^^yiE^EEt, r=y2Ö(a2-6)«+56(a«-l)^ 



328 



C. Gleichungen Ton besonderer Form. 



Diese Aufgabe geht ans der Aufgabe 328 dadurch herror^ 
daJjs man dort ab statt b setzt; die Losungen beider Auf- 
gaben lassen sich demnach ans einander ableiten. 

p x+l /x—l\ -\ 



331. 



L. X und y wie in 326, nur 



^=y^^^^' ^=yi6(a»-6)^+9a6(a^-l)«. 



332. 



(b + c)o^=c(x + yy+^a'' 
{b + c)y'=b(x^yy-U^ 



T 1 ^_ a(Vn^c+yü^ 

Li. i. X 2jg } 



_a(ytb^-'yic-b) 



y = 



212 



B = V6(7c - 6)«- c(76 -c)«+ 3(6 + c)V(76 - c)(7c - 6). 



a 



2. a; = 0, 



y = Tp=> 0. 
y-2c 

Die Addition der Gleichungen liefert 

2(6 - c)xy(x^+ y«) = 3(6 + c)'a;«yl 

Diese Gleichung zerfällt in 

1) x = 2) y^O 3) 2(6-c)(a?«+y«) = 3(6 + c>y. 

Diese Gleichungen sind einzeln zu kombinieren mit einer der 
gegebenen Gleichungen oder mit der durch Subtraktion dieser 
Gleichungen zu gewinnenden Gleichung. Aus der Gleichung 3) 
kann man das Verhältnis der Unbekannten finden: 



also 



^* + y* _ 3(& + c) rc + y _-| /75~c 
2xy 4(6 — c)* x — y V 1c — h* 



x = X{lb -c+yic — b) 

y = l{lb — c —yic — b) U.8.W. 



G. Gleichungen von besonderer Form. 



329 



333. 



L. x = X{t+ 1), 



y^X(t-l) 



^_l/8 + T /Ö"-(8&-l)(8c-i) ,_ 



a 



Man addiere die Gleichungen und mache die in der 
Lösung angegebene Substitution [233. (12)]; so findet man t, 
um A zu bestimmen^ mache man die angegebene Substitution 
in der Differenz der gegebenen Gleichungen. 



334 r * + J' = 3 

L. a; = 3, 2, |(5 + iYbS) 

y = 0, l,i{l-.->/55). 

Nach 142 bestimme man hier zunächst x — y. — Diese 

Aufgabe ist gebildet aus der Aufgabe 143. Man hat darin 

allgemein 

X — m für Xf y — fi fttr y 

zu setzen, so erhalt man 

X + y = a + m + n 
(x — my 4- (y — n)*= 6 

Am einfachsten wird man daher zunächst 

(a? — w) — (y — n) =» £r 
bestimmen, also wegen der ersten Gleichung 

in der zweiten Gleichung substituieren. — Für die vorgelegte 
Aufgabe hätte man 

(x-l) + (y + l) = S 

(x^i)--(y+l) = z 



x-l=-^, y + 1 2- 



u. s. w. 



330 



C. Gleichungen von besonderer Form. 



Oder man setze x— l=u, y + 1 = t?, so yerwandeln 
sich die gegebenen öleiclmi^en in 

w + 1; = 3 

M*-|-t?*=17 

Diese sind nach 143 leicht zu lösen. — Man kann auch eine 
unbekannte eliminieren und erhält ftir die andere Unbekannte 
eine Gleichung von der Form I. 365 u. f. 



334^. 



L.x^l2, 10, ll + iy55; ^ = 7, 9, 8-il/55. 



Man schreibe die erste Gleichung so: (a; — 8) + (y — 5) 
Es ist demnach zu setzen x — 8»3-f-^^ y — 5 = S 
Das giebt ^ = ± 1, iYbö. 



6. 

0. 



334^. 



(x- 
L. X 

y 



x — y = Q 

ly + (s - 4y = 261 

.11,6,-|(17+»V^79) 
= 5, 0, 4(5 + Ji/79). 



2 



335. 



(x+lf+(y-2y=2n 
L. « = 2, - 3, |(- 1 + 3*y^ 

y = 0, 5, i(5 - 3»/3). 

Auch hier setzt man (a; + 1) — (y — 2)'= e und be- 
stimmt zonaclist die neue Unbekannte 0. 



335i. 



x + y = 30 
_{x - 14)» +(y- 12)»= 244_ 

L. a; = 17, 15, 16 + 3»; y =» 13, 15, 14 - 3». 



Man bat (x — 14) + (tf — 12) = 4, setzt also x 
= 2 + 8, y— 12 = 2 — 0. Das giebt = ±1, ±3». 



-14 



C. Gleichungen von besonderer Form. 



331 



336. 



_(a:-16)»+(13-y)»=275_ 
L. a; - 19, 18, |(37 + «y6l) 

1^=11, 10, |(21 + iysi). 

Man hat a; - 16 =-|(6 + e), 13 — y — i(6 - xr). Das 



8 



giebt zunächst e = ±l, »1/51. 



337. 



18 



:«-2)(y+i) 



338. 



(y-2)«+(y+l)»-^ 

L.»-4,3,|(7+/5) 
y = 0, l,i(l_^5). 

x + y = a 
j/m + x + yn + y -= d_ 



e =.y2r - 3d», r — l/2(o + m + n + d*). 

Der einfMihste Weg ist hier, zmuchst die Differenz der 
Wnrze^oisen zu suchen. Man setzt also 

(1) ym + X— y» + y = g, 

hat mithin w^en der zweiten Gleichung 

(2) 

4/ — i— ^-^ 



2 



Dies zur yierten Potenz erhoben und addiert giebt mit Be- 
nutzung der ersten Gleichung 

m + n + a =^(d*+ 6dV+ ^). 



8 



Hieraus ergiebt sich 0] dann folgen aus (2) die Unbe- 
kannten selber^ wie angegeben. 



332 



C. Grieichungen Ton besonderer Form. 



339. 



a; — y = l 

_t^6+^+VlO-y= 3. 

L. a; = 10, - 5, |(6 - 69i|/55) 

y = 9, - 6, |(3 - 69i>/55). 

^ — . y » 50 

_Vl43 + a;-V»-18 = l. 

L. a; == 100, - 175, |(- 75 + 87i}/3) 

y = 50, -225, |(~175 + 87i/3). 

Die Summe der Warzelgröljsen ist gleich z zu setzen 
und zunächst z zu bestimmen. Man findet ^ = ± 5, 3i)/3. 



340. 



341. 



1 + g'y« 

■ «y 



= a 



= 6 



Durch korr. Add. erhält man leicht aus den beiden 
gegebenen Gleichungen die öleichui^en 

X _ V^a + 2+ya-2 _(y a + 2+)/a-2)^ __ 4 

"" "" * "" (Va + 2 - l/o^*' 



y 



ya + 2-")/a-2 



Jetzt multipliciere man die zusammengehörenden Werte 
von xy und — u. s. w. . 



a 



342. 



(1+^ = 6 



C. Grleichungen von besonderer Form. 



333 



343. 



l + iKy 
x — y 



= a 



^ a — 6 

a. Die hier angegebenen Formeln fdr die Unbekannten 
erhält man am einfachsten dadurch , dafs man die eine un- 
bekannte eliminiert und die andere sucht. Aus der ersten 

Gleichung hat man 

X— a 
^ ax — X 

Dies ist in der zweiten Gleichung zu substituieren u. s.w. 

b. Auch folgende Lösung ist sehr einfach. Man hat 



(1) 



x — y^b(l — xy) 



Die Differenz der Quadrate giebt 

4cxy^a\l+xyy-h\\ 

^xy 
Hieraus durch korr. Add. 



-xy) 



2 






1 + xy ^-i /l--W 
1-xy V 1-a« 

Unter Benutzung dieser Beziehui^ liefern die Gleichungen (1) 



(2) 



X 






yr^+y] 



Das sind andere Formeln für die Unbekannten^ dem Werte 
nach aber f on den oben angegebenen nicht verschieden. 



334 



C. CHeichii]ige& von beflonderer Form. 



c. Die dnftchrte Aofldsnng ist, direkt korr. Addition 
anzuwenden. Das giebt 



(l+x)(l + y) ^l+a 
(l-a;)(l-y) 1-a 

(t+x)(l-y) ^l+b 
(l-ar)(l + y) 1-b 



Durch Multiplikation und Division dieser Gleichungen kommt 



l + x__-i /CL + a)il+b) 
l-x~r (l-o)(l-6) 

l + yn At + a)(l-b) 
1-y-y CL-a){t+by 

Also durch abermalige Anwendung der korr. Add. 



X — 



(3) 



V(l + a)(l +6) -V(i-a)(i -&) 
V(l + a)(l + 6)+V(l-a)(l-6) 



_ V(l + g) (1 -T) - V(l - g) (1 +^ 
V(l + a)(l-6)+V(l-g)(l+6) 



» = 



Schafft man die Wurzebi aus den Nennern fort, so ergeben 
sich die zuerst angegebenen Formehi. Bringt man die Werte 
der Unbekannten auf denselben Nenner, so erscheinen die 
Formeln in (2). 



844. 



x-\-y 2a 



345. 



346. 



1+xy 


~l + a» 


x-y 
l-xy 


25 
1 + &» 


l + xy 


a-l~ 
^a + 1 


x — y 
l — xy 


6-1 

~6+lJ 


x + y 


a^-a'' 


l+ajy 


""a* + «* 


x-y 


_6"-p« 



1-xy öH/J' 



L. a?== 



y 



L. 0; = 



y = 



L. ä;== 



y = 



l + a&' a + 6 

a — 6 1 — a6 

1 — a6 a — h 

yäh-x 

yäh + l 

yä+yh 

ah — aß ab-^aß 

ab-]-aß ab — aß 

aß — ba aß-]-ba 

aß-{-ba aß — ha 



C. Gleichungen von besonderer Form. 



335 



347. 



l + xy 

x — y 
l~xy 



a 



h + c 
a 



j 2o6--4A aoc — 4A 

Die den Formeln (3) in 243 entsprechenden Formeln würden 
hier folgende sein: 



0; = 



(1) 



_ V(a + b + c)(o + 6~c)-V(--o + Z> + g)(«~& + g) 
V(a + & + c)(a + &-c)+V(-a + 6 + c)(a-6 + c) 

y(o + 5-c)(o-& + c)--V(-a + & + c)(o + 6-^ 
l/(a + 6 + c)(a-& + c)+yf=a + & + c)(a + &-c) 



y = 



Sieht man a^ &; c als die Seiten eines Dreiecks an^ so 
folgt nach bekannten trigonometrischen Lehrsätzen ans diesen 
Formeln 



X 



(2) 









indem ß und ^^ die den Seiten h und c beziehnngsweise 
gegenüberliegenden Winkel sind. — Quadriert man die 
Formeln in (1) und radiciert wieder^ so ergiebt sich aus der 
Yergleichung mit (2\ dafs für jedes Dreieck sein mufs 



ig(i « - jr) -Vi 



6-2A 
& + 2A 



ac — 2 A 
ac + 2 A 



348. 



l-\-xy 

x — y 
1 — xy 



_S4 
""31 

= 14 



L. Ä? = 



y = 



3 2 

V 3 

6 8 

F 6' 



336 



C. Gleichangen von besonderer Form. 



349. 



l-xy 



a 
6 



L. X 



- 1 + a6 +y(l + a')(l + 6^ 



y 



-l-a&+y(l + a«)(l + 6*) 

g^^ ■ ■ II 1^- II I ■■ ■- ■ ■ ■ ■ -1 1 11 ■ ■■■■■■■■ « 

a — 6 



Die den Formeln (2) in 343 entsprechenden Formeln 
würden hier folgende sein: 



a; . r=z=— ; y — 



Multipliciert man jede der beiden gegebenen Gleichungen 
mit i = y— 1, setzt dann ix = w, iy = t?, so nehmen die 
Gleichungen die der Aufgabe 343 entsprechende Gestalt 



= »a 



W — V 



= ife 



an. Man erhält dann die den Formeln 343 (2) entsprechenden 
Lösungen dadurch^ dafs man in diesen Formeln durchweg 
a durch ia^ b durch ih ersetzt^ man erhalt 






yi+6«+yi+ 
^ ayi+y»-5yirfä« 



350. 



x — y 



2a 



1-a« 
2& 



l + i»2/ 1-*' 



L. ä; = 



y = 



a + 6 

a — & 

l + a6' 



a + & 
a — 6 



Am einfachsten findet man hier die Lösung mit Hülfe 
der Trigonometrie. Man setzt 

^ = tgg y = tgi? a = tga fe = tg/J. 

Dadurch gehen die gegebenen Gleichungen über in 

tg(S + i?) = tg2a 
tg(l-^) = tg2^. 



C. Gleiclumgen von besonderer Form. 



337 



Man hat also 

I + iy == 2a, 2a + % 

I - 1? = 2/J, 2/J + jr. 
Das giebt vier Eombinationen^ ans denen folgt 

Yermöge der Eigenschaften der Tangensfanktion geben 
indessen die ersten nnd die vierten Werte von | nnd r^ die 
gleichen Werte für x und y, ebenso steht es mit dem zweiten 
und dem dritten Wertepaar. 

^=tg|=:tg(a+^), -^(^ 

y = tgiy = tg(a-/j), -tix^' 

Entwickelt man tg(a + ß) nnd tg (a — ß) und führt a und 6 
wieder ein^ so erhalt man die oben angegebenen Werte fiir 
X und y, — Auch die Aufgabe 344 läfst sich auf diesem 
Wege lösen; man setze 

ix = tgl, iy = tgiy, ia = tga, ih = tg/J 

und verfahre völlig in der vorstehend angegebenen Weise^ 
man erhalt dann die in 344 angegebenen Lösungen. 



351. 



x-\-y 




2aa 


1 — xy 




a«-a* 


x—y 




Uß 



l'\'Xy 6«-(J« 



L, x = 



y 



ha-\-aß aß — ah 

ah — aß aß-\-ha 

ha — aß aß-]^ah 

ah-\-aß aß — ha 



Diese Formeln ergeben sich aus den für 350 gegebenen 
Lösungsformeln ohne weiteres dadurch^ dafs man dort a 



7» 

durch ,6 durch — s ersetzt: 

a' ß 



351i. 



2a 



'P^'^xy ip^l^a^ 
x — y 2& 



L. i» = 



a + 5 
p^l^aV 

a — h 



p*-^ah 
a+6 



Bar de 7, Algebraische Gleiohangen. 5. Aufl. 



j)*±a&' a — h 



22 



338 



C. Gleichimgen von besonderer Form. 



Man setze entweder 

x=-ptg^ y—ptgn a=ptga b^^pigß 
oder 

ia?=jptg| iy=jptgi^ ia=^ptga io=ptgß. 

Die erstere Substitution ist anzuwenden^ wenn in den 
Nennern der gegebenen Qleicbungen die oberen^ die letztere, 
wenn dort die unteren Zeichen gelten. Das weitere Ver- 
fahren erfolgt dann ganz nach 350. 



352. 



«4-y a^a 

x — y _ & — (3 
1+xy h + ß 



a& + «p-V(a' + «')(&' + P^ 
" ha — aß 

Diese Formeln fcir die Unbekannten entsprechen den in 
343 zuerst angegebenen. Denen in 343 (2) entsprechen hier 

(a - a)l/6' + (3' + (& - (3)ya"+a' 



X 



(6 + P)l/aH «• + (a + «)>^MT* 






353. 



l-ojy 

x — y 

1-^xy 



= 31 
n 

' 29 



\j, X ='-=-} — 



7 


6 


6^ 


7 


2 


3 


3' 


2 



y=¥'- 



354. 



«+y , x-y 



X — xy ' l + a?y 



l+ici/ 1 — xy 



a 
b 



L. Ä? = — ^^ \ ; y = 1/ —TT 



Man multipliciere beide Gleichungen mit 1 — a?*y*, bilde 
die Summe und die Differenz der öleichungen, dividiere die 
letztere durch die erstere und radiciere, so hat man y. 



G. Gleiohtmgen von besonderer Fomu 



8d0 



355. 



l — xy l+ay 



«+y 



«— y 



a 



_x + y ^. x — y _ 

L. a? = — ^-^^ — TT ' 



-n 



-h 



+ ^ 



356. 



l + icy "*" a?~y 

x — y , l+a?y 
l-ojy"*" oj + y 



a 



^'^— 5 + 6 ' 



Der kürzeste Weg ist hier; y zu eliminieren. Man erMlt 

y"-l a(l-x^ &(!-«•) 

y l + o;' — ftic l + o;*— fta? 

(a + J) (1 + iT^) = 2a&a; u.s.w. 

Aus einem der für x nnd y geltenden Wertepaare lassen 
sich die anderen leicht bestimmen. Sind x^ nnd y^ zwei 
zusammengehörende Wurzeln der Gleichung^ so sind alle vier 
Wurzelpaare in der folgenden Zusammenstellung enthalten: 

1 1 



^ 


^1 


«l 


x^ 


Vi 


1 

Vi 


1 

Vi 


-Vi 



Die gegebenen Gleichungen lassen sich auch in der Form 

schreiben: 

ll + a?«)(l~y') ^^" 
(l + a;y)(a;-y) 

Jl-a;y)(aj + y) 



357. 



^+y , i+^y 



1 — a?y x — y 
x — y 1 — xy 



_l+xy x + y 



= a 



= & 



22' 



ö4v 



C. Gleichungen von besonderer Fonii. 






y = 



a — & 



Am einfachsten wird man hier y suchen^ indem man x 
eliminiert. — Die Gleichungen lassen sich auch so schreiben: 



(l-xy){x-y) 

(l + x*)(l-y^ 
Jl+xy){x + y) 



= a 



358. 



l + xy x + y 
x + y "^ 1+xy 

l-a;i/ x-:y 



2a 
u 

26 



L. a; = 



a?— 2/ ' l^xy 

V(a + a)(6 + P)-V(a-a)(6-P) 

V(a + c.)(&-P)-t/(a-«)(6 + P) ^ 

Denkt man für die in den Gleichungen vorkommenden 
Quotienten neue Gröfsen gesetzt ^ so erhält man mit Anwen- 
dung der korr. Add. nach I. 153 b. oder 1. 166 leicht 

x-^y Ya -|- a — j/a — a 

M^"'y^TaTW^ 

Hieraus ergiebt sich nach 343 c. die angegebene Lösung. 



359. 



t-xy x+y 
x + y "^ 1 — xy 

^+xy , x-y 
x — y "^ 1 + xy 



a 

2_ 
h 



a + 

(i/rM-vT+6)(}/rr6-i/rr^) 

^ a — b 



C. Gleichtmgen von besonderer Form. 



341 



Man findet hier ahnlicli, wie in der vorigen Aufgabe, 
znnäclist 



x+y yrR-vT 



a 



(1) 



-y yr+h-yr^ 

■ — ^5^ ■ ■■ ■ ■-■■-,. --■ — ■■. • 



Diese öleiclitingen sind zn behandeln nach 343 b. 

l + xy yi + h+yi-b 



Man 



kommt da auf 



also 



i-a;y yr+ä+yr^ 



l + xy 
2 



yr+h+yi-b 



yi+a+yi-a+yr+b + yi-h 



yi+a+yi-a 



Dies, in (1) substituiert, liefert 

x+y 



yi + g - Vi - g 

" yr+g + yn^ + yT+6 + i/T^ 
yr+fe-yr^ 

2 ~~ yi+^+yrzra+yi+h + yr-b 

Mithin hat man für die Unbekannten selber: 



2 



x^y 



_ yi+g--yi-g+yi+6-yr^"& 
""yi+g+yi-g+yi+ft + yT^ft 



_ yr+ä -yi-g-yi+6+yi-& 
* ~ yri^ +yr^ +yrp& + yr=T' 

Schafft man die Wurzelgröfsen aus dem Nenner fort, so 
erhalt man die oben angegebenen Formeln. — Die Formel 
für X unterscheidet sich von der für y nur durch das Zeichen 
von h. Dies ist auch schon aus der zweiten der gegebenen 
Gleichungen zu ersehen. 



360. 



= a 



l + xy 

^l + x*y^ 

T g + yg* — 4» g—yg*— 4« g* — & 

i+yi-.4.p ^ i+yi-.4jp ^ 2(i-&) 



S42 



G. Gleichungen ton besondeieif Form. 



Mau quadriere die erste Gleichung^ setze^ um die Auf- 
gabe auf 341 oder 342 zu reducieren^ 

(1) (i+^y)' 



xy 



-1, also (^±il*-±*, 
p xy p 



und suche mit Hülfe der zweiten Gleichung zunächst p. Aus 
(1) hat man 

xy p ^ xy p ' 

Dies in der zweiten Gleichung substituiert, Uefert 

woraus py wie angegeben^ folgt. Dann ergiebt sich aus (1) 
nach 341 und 342 



l-\-xy 



1 Ä + y 



a 



U.S.W. 



l-xy yi-4i) «-y ^a^'-A.p 

ö^ = n' ^^221 «eben a?-7, 3, y, y; y = 3, 7, y, y 



361. 



l-\-xy __ 1 
ÄJ + y 2 

flj' + ajy + y* *9 

_l + a;y+**y' 241 

L, a; = 3, 5, y ; y 
y = 5, 3, ^, ^. 



a 



862. 



a = 



8 

l + a?y 

L. a; und y wie in 360, nur p 
T' * "^ 49 8®^®^ ÄJ = 3, 2, -^7 



8a 



8 2 



; y = 2, 3, \y ~ 



2 3 



363. 



a 



x-\-y ^ 
i + xy 



_l + a;»y^ 
* lu ÄJ und y wie in 360, nur p 



3(a~&) 



G. Gleichungeii von besonderer Form. 



348 



a 



j^' * = ä göben a; = 4, 3, ~y -J-; y = 3, 4, ^ 



3 



864. 



=: a 



365. 



(^ + y)* „ft 
l + x^y^"^ 

L. a; und y wie in 360, nur jp = 1 + 1/ ^ "^ - 

l+xy 



L.1 + a.*y 

L. X und y wie in 360, nur 



i> = 



_2(a»~5)+y2(a»-5)» + 2^(^'--l)' 



2(1 -&) 



Die Gleichungen haben acht Wurzelpaare. — Die 
Gleichung; aus welcher man p findet, ist hier 



a* — 4a*j? -f- 2p* , 

1 - 4i) + 2jp* "" ^' 



Füra«-^, b^j^erhBltmBJip^-y j^. ^ Der erste 
Wert von ^ giebt die vier reellen Wurzelpaare : a;=a~> —> 2, ~; 

12 8 ö ^ 2 

y=«-r-; -^9 -^> 2. Der zweite Wert von p giebt noch vier 

imaginäre Wurzelpaare. 

Allgemeiner könnte man statt der zweiten Gleichung 
auch setzen 

x^-\-mx^y-^nx*y*-\-mxy^-{-y* , 



l-^m'xy-\-n'x*y*-\-m'x^y^-\-x*y 
ohne die Auflösung wesentlich zu erschweren. 

r ^+y 



366. 



= a 



= 6 



l + xy 

x^ + y^ 
L.i + x'^y^ 

L. iT und y wie in 360, nur 



i> = 



6(a«-5)+T/5(a»~5)H20a&(a'-l)' 

10(a-6) 



344 ^' Grleichnngen von besonderer Form. 

Die Gleichung für p wird hier 

t — 6p-{-6p^ a 

Dieselbe Anflosung würde anch noch anwendbar sein^ wenn 
statt der zweiten Gleichung allgemeiner gesetzt wäre 

1 ■{• m* xy ■{• n' x^y^ •\- n' x^y^ '\- m' x^y* '\- x^y^ 
366^. a. Da in der Gleichung 

links a mit /} vertauscht werden darf^ muls dies auch rechts 
der FaU sein; diese Bedingang ist augenscheiidich erfOUi 
Bildet man nach dieser Gleichung weiter tg(a + /J + y), so 
hat man dafür die drei Ausdrücke 

tg(« + P) + tgy tg(|? + y) + tgtf tg(y + a) + tg<? 

l-tg(a + |3)tgy' i_.tg(P + y)tga' 1 -tg(y + a)tg(5' 

die alle drei dasselbe Ergebnis liefern müssen. Der die Form 
der rechten Seite der obigen Gleichung darstellende Ausdruck 

j" mufs also die Eigenschaft habeu; dafs, wenn man 

ihn mit der Gxölse z nach derselben Regel yerbindet^ nach 
der er selbst aus x und y zusammengesetzt ist; die Gröfsen 
Xy y, in dem Schlufsergebnis ganz gleichmäfsig auftreten 
und demgemäfs unter einander yertauschbar sind. 

Man sieht leicht^ dafs diese Bedingung für den in Rede 
stehenden Ausdruck in der That erfüllt ist. 

b. Ebenso ergiebt eine entsprechende^ an die Gleichungen 

sin(| + 1^) = sin|cosi^ + cos|sini^ 

= sin|"j/l — sin^iy + sini^yi — sin^l 

cos (I + 1^) = cos I cos 1^ — sin I sin 1^ 

= cos I cos rj — yi — cos^l )/l — cos^i^ 

anschliefsende Betrachtung^ dafs die oben an dem Ausdruck 

X ~^ t/ 

^_ nachgewiesene Eigenschaft auch den Ausdrücken 

xyi — y^ + y yi — x^ und xy — yi — x^ Yl — y^ zukommen 
mufS; was auch leicht direkt zu bestätigen ist. 



C. Gleichungen von besonderer Form. 345 

c. Diese Eigenschaft kommt anch, wie man leicht sieht^ 
den Ausdrücken 



i^+y) 



9 xYl + y* + ffYl + x^ U.S.W. 



l+xy 
za, die man in die Formen 

1 , ix + iy ^ l.(»-^yi _ ^iyy + i^y 1 _ (ix)») 

bringen kantig ebenso den noch alJ^emeineren Ausdrücken 



^4_ 1 
^2 f + y ^pP-^ nnd 



1-- 

V P 



Auf diesem Sachverhalt beruht die Möglichkeit der 
Übertragung der Lösungen von 325^ auf Z2b^f sovsie der von 
350 auf 344 und 351i. 

d. Ausdrücke von der in Bede stehenden Eigenschaft 
werden als associative GfröXsenverbindungen bezeichnet, 
commutatiy heilst eine Verbindung zweier GfröfseU; die 
eine Yertauschung dieser beiden Gfröüsen gestattet. Die commu- 
tative Natur schliefst die Eigenschaft, associativ zu sein, noch 
nicht in sich, vielmehr sind für diese letztere Eigenschaft 
noch besondere Bedingungen zu erfüllen. So ist a?^ y^ eine 
zwar commutative, aber nicht associative Gfröfsenverbindung, 
V(x^+ y^ dagegen ist, wie leicht zu sehen, associativ. 

e. Die einfachsten associativen Gröfsenverbindimgen sind 
die Summe und das Produkt: x + y und xy. Diese beiden 
Verbindungen hängen mit einander durch die Gleichui^ 

{x + y)'Z=-x0 + yz 

zusammen; der in dieser Gleichung zum Ausdruck kommende 
Zusammenhang wird als das distributive Princip bezeichnet. 
Auf dieser Beziehung zwischen Addition und Multiplikation 
beruht im Grunde die ganze Algebra. 

Die Zahl der associativen GröJjsenverbindungen ist 
unendlich; wie sich zeigen läfst, kann man zu jeder solchen 



346 



.G. Gleidmngeii von hoBonäeret Foim. 



Yerbindiing eine zweite angeben, die zu ihr in einer 
entspreclienden Beziehung steht, wie die Addition znr Multi- 
plikation nnd ebenso zn einer jeden associativen Yerbindnng 
eine weitere, die zn ihr in einer entsprechenden Beziehung 
steht, wie die Multiplikation znr Addition. Diese Yer- 
aUgemeinemng des distribnÜTen Princips birgt die MogUch- 
keit einer nnb^renzten Erweiterung der algebraisch«! Begriffe 
in sich.*) 



367. 



(l-a:)(l-y) 

(l + a;)(l-y) 
(l-a;)(l + 3/) 



= a 



= 6 



L. a;=^7= — > y = -^7=: — ^• 

yäb + l yä + Yb 

Durch Multiplikation und Division trennt man sofort 
die Unbekannten. — Über das Resultat vgl. 345. 

Für a«|; 6 = 1 ist a? = ll, ^; y = 5,|. 



368. 



(l-a;)(l-y) 

(l + x*){l+y*) 
(l-x'){l-y*) 



= a 



= 6 



T a-l+Z a-l — r' 

Lt, X '^ — r~rn — ' y "* — . ^ . — > 



r==y4a6-(a~l)S /=l/4ä6^=^"(äl^. 

a. Die Elimination der einen Unbekannten giebt f&r die 
andere eine symmetrische Gleichung des vierten Qrades. 
Einfacher und allgemeiner verfährt man, wenn man setzt 



(1) 

also 

(2) 



1 + x 1 + y 

i — x ' 1 — y 






tt+i' 



t; + l 



*) Eine eingehendere Behandlung dieses Gegenstandes siehe in 
Fietzker, Beitrilge znr Funktionen -Lehre (Leipzig, Tenbner^l899), 
L Über associative Grö£senyerbindimgen. 



0. Gleiohiingeii Ton besonderer Form. 
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Dadurch gehen die Gleichimgen über in 



UV = a 



2w 2» 



Hieraus ergiebt sich 

(3) u + v = r M — t? == r' 

(4) r*— r'r' = 4tit?== 4a. 
Dann folgt ans (3) und (4) 



r + r' 2a 



r + r'+2a 
= 2 + r-r' 

_ r^r' _ 2a _ r — r^+2a 
^ 2 r+r'"" 2 + r + r' ' 

Die letzten Ausdrücke sind für u und t; in (2) zu substi- 
tuieren; um X und y in der angegebenen Form zu erhalten, 
b. Man setzt 

l+x 

1—05 ' 

also wegen der ersten Gleichung 

l + y^ a 
1 — y u' 



Man hat folglich 
(6) 



w — 1 a — w 



Dies ist in der zweiten Qleichimg za substitaieren. Das giebt 

2tt 2att 

(u*+ a)»= [4a& - (a - l)^u» 



M*+ a = My'4o6 — (a — 1)* 
» = 4(/4a6 - (a - 1)« + yUi - (a + 1)»). 



Damit ist m gefunden. Dann folgen ans (5) die Unbekannten 
selber. 



348 



O. GhatAntDgoi toh beBondeier Foihl 



e. Wendet man auf die gegebene Gleidunig koir. Add. 
, so erlialt man 

l+ajy^a + l 



Die LoBong dieser Au^be mnls also ans der Yon 360 folgen, 
wenn man dort setzt 



a = 2, 6 = 



— j— r for a, , , ^ för 6. 
a+l ' + 1 

geben a: = 7, 5, -, ^; y 



288 



7 6 



= 5^ ''^ T' V 



6 7 



369. 



(l + a;»)(l + y») _. 



L. o; nnd y wie in 368, nur 



T| /6(8a-l)'-a(a-8)» ,_-| /6(3M^l)'^a(a + 3)' 
r 3(a-5) '^— p/ 3(a-6) 

Die Lösung dieser Aufgabe folgt ans derjenigen Ton 363, 
wie 368 ans 360. 



441 



Für a «= 3, 6 = j^ findet sicli 



also 



403 



a; = 5, 3, ä' t; y = 3, 5, -=■> ^■ 



3 6 



6 3 



370. 



(l-x)(l-y) 

(l+a!)»(l+y)» 
(l-«')(l-y«) 



a 



= 6 



L. X and j^ wie in 368, nnr 



_-i /l6a»-6(8a-l)' , -| /lga»-&(8a + l)' 



C. Gleichungen von besonderer Form. 
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371. 



(l-«)(l-y)-" 
(l + x*)(l+y*) _. 



L. X und y wie in 368, nor 



r=>/(a + l)»-4p, r'=y(a-l)»-4i), 



4i> = 4(a*- 2a6 + 1) + 2>/2(o»- 2a6 + 1)»+ 8a»(6»- 1). 

Mau ver&hre ganz wie in 368 a. Die hier den beiden 
Radikandea Ton r and r' gemeinsame Grö&e o«+ 1 -4|) 
wird dann u' + v*. — Diese Aufgabe Mngt mit 365 zu- 
sammen, wie 368 mit 360. 

In derselben Weise wflrde man auch die Auflösung 
Haben bewerkstelligen können, wenn man statt der zweiten 
Gleichung allgemein gehabt hatte 



(1 -\- mx -\- nx* -\-mx'-\-x*)(l-\-my-\-ny* — tny*-\-y*) 
{l + m'x+n'x*-\-m'x* + x*)(l + m'y + n'y* + m'y'' + y*j 



^ = 6. 



372. 



• (l+x)(l + y) 
(l-x)(l-y) 

(i+x*)(l + y*) 
(l-«)*(l-y)« 



= a 



= b 



L. X und y wie in 371, nur 

4p = 4(a» + 1) + 2 V'2(a*-l)»+16J. 



373. 



■ (l+a!)(l + y) 
(l-«)(l-y) 

(l+a;')(l+y°) 
(l-a:»)(l-j/') 



= o 



= 6 



L. X und y wie in 371, nur 



i>= 



6(o'-8a'&+8a-&)+V6(a'-8o«&4-8a-&)'+80o'(a'-l)(&«^ 

10{a-b) 



Diese Gleichung hangt mit 366 zusammen, wie 368 
mit 360. 



»50 



C. Gleichungen von besonderer Form. 



Ohne die Anflösimg wesenÜicli zu erscliweren, liätte man 
statt der zweiten Gleichui^ ancli allgemein setzen können 



= 6. 



374. 



(l + x){l+y) ^ 
(l-x){l-y) 



(l+x + x^ + x^ + x*)(l + y + yHy'+y') ^f^ 

(t — x+x^-x*+x*) {i-y+y*-y^+y*) 
L. X und y wie in 371, nur 



6(a'5-3a»+35-l)+y6(a»5-8a'+36-l)«+80(a'~l)(a»-6«) 

Die Division der ersten Gleichung durch die zweite 
Gleichxmg ergiebt 



{l + x^)(l + y^ 



a 



Man hat daher in 373 nur -^ statt b zu setzen, um aus der 
Lösung jener Aufgabe auch die Lösung dieser zu erhalten. 



375. 



l-{-xy ^ 



a 

{l + y + y'){i-'X^ 



= 6 



t« + 1 V (l — a){a 



+ 8a6 + 36-l) 



b + Za + S-b) 



^ v + 1 ^ V (l-a){a + Sab + U-l)' 

Man wende auf die erste Gleichung korr. Add. an und 
verfahre nach 368. — Man kann auch aus der zweiten Glei- 
chxmg zunächst durch korr. Add. entwickeln 

x — y l + xy + 2(x + y) ^ ^-1 
1-xy' 2{l+xy) + {x + y)'^b + l ' 

Hieraus wegen der ersten Gleichung 

x-y ^ (2 + a)(5-l) 
1-xy (l + 2a)(5 + l)* 

Diese Gleichung ist dann mit der ersten gegebenen Gleichung 
auf die in 343 c. angegebene Weise zu kombioieren. 



C. Gleichttngen Ton besonderer Form. 



861 



7_ 
23 



27S 



3 



Für a = :^; 6 = XT^ findet sicli m = ± — ^ r = ± -5-> 



310 

• also ir = 9, -5-; y 



9 



5, 



376. 



«+y 



= « 



l + icy 
1 + «\* , /l + 



L. X und y wie in 375^ nur 



Man führe w und o ein statt x und y, dann hat nuin 
die Aufgabe 137. 



377. 



(1 -»+«•) (l-y + y«) 
L (l-x-Xl-y«)" . 






J> — 



-8o& + (o+l)y(8a+l)(a + 8) + 96'(a-l)' 

(8a + l)(a + S) 



a. Man büde ans den gegebenen Gleichungen durch 

korr. Add. die Gleichung 

(05 + y) (1 + «y) _o-l 



a!» + y» 6 — 1 



(1) 

Jetzt setze man wegen (2)^ ahnlich wie in 360^ um auf 341 
zu kommen: 

(3) 1±^V = Hll, also ?l+i^' = ^^. 

Hieraus ergiebt sich 



xy 



P 



(1 + x 



X 



xyy^ h + l + 2p ^ ^^ 1+xy ^-i/b + l- 

y p ^fx'^ y p 



+ 2p 



[^+y)l^tzl+lP, also ^-il^lAEl 
^y p Vxv y 1 



-l + 2i) 



352 



C. Gleichungen von besonderer Form. 



Dies, in (1) substituiert, ergiebt f&r jp die Gleichung 



p+(b-l)+(Jb+l) 



g-l 

a+i 



Ist p bestimmt, so ergeben sich die Unbekannten selber aus 
(3) nach 341. 

b. Man kann auch ebenso einfach und allgemeiner fol- 
gende Gleichungen losen: 



Man setzt 
(4) 



==a 



(l + mx + x'^il+py + y*) 
(l + fn'x + x^{l+p'y + y^) 

(l+nx + x'){l + qy + y') _, 
(l+n'x + x^(l + g:y + y*)'^^ 



1 + x* 



X 



= M, 



1 + y' 
y 



= v. 



Dadurch gehen die Gleichungen über in 

(tt + w)(t?+p) 



(u + m'){v+p') 

(u + n){v + q) 
(u + n')(v + q') 



=:a 



= 6 



Hieraus lassen sich u und v bestimmen. Man eliminiert eine 
"Gröfse und sucht die andere. Sind u und t; bestimmt, so 
hat man aus (4) die Unbekannten selber; 



U.S.W. 



yü+^+yü^ 2 

c. Auch folgende Gleichungen: 

l + aaj + ic' l + ay + y' 
t + a'x + x*' 1 + a'y + y* 

l-^-mx-^-nx^-^-mx^-^-x^ l + wy + ny* + m«/*-f y* 



=:« 



i = 6 



1 + Wa: + n'x* + ^'*' + ^* 1 + ^'v + ♦^'y * + ^'y' + y 



würde man ohne Hülfe kubischer Gleichui^en lösen können. 
Am einfachsten setzt man 



l + ajr + a;* 



= w, 



1 + ay + y* 



l + a'x+x^~'^' 1 + ody + y* 
und bestimmt zunächst u und v. 



= v 



C. Gleichungen von besonderer Form. 
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378. 



i + y+y * 



'-<m 



2 



1 — a? + Ä* \1 — a?/ 



yä+y^u-Sa '' l+y4f*-S 



_ 9(a ~ &) + 8(1 ~ a5)^y[9(a - 5) + 8(1 - afe)]' - 288a(l - tö* 
^"^ 24(1-5) 

Hier ist gesetzt 

_(1±^==±, also Jl+l^ = l. 
l-fa; + ^* ^ l + y + y* w 

Mithin durch korr. Add. 



l+a? _-i / g 1 + y _ 1 

1 — rc f 4t* — 8a' 1 — y l/Jtr^ 



^ ^ 1 — x Y 4t* — 8a' 1 — y yi,u—Z 

und folglich o; und y^ wie angegeben. Jetzt ist noch die 
zweite Gleichung zu benutzen^ um u zu bestimmen. Quadriert 
man die Gleichungen in (1); so erh%lt man durch korr. 
Addition leicht 

l-a? + a;» 8(l-a;)H (^ + a?)* _ 8(4t*-8a)4-a _ 8t*-2a 
{1-xY ■" 4(l-a?)* " 4(4tt-3a) ~4u-8a* 



Ebenso 



j^--y+y ^ 8t*--2 
(l-y)' 4«*-8 



Die Substitution dieser Werte in die zweite Gleichung liefert 
als Gleichxmg fOr u 



4t* — 3a 8tt— 2 
3t* — 2a * 4tt— 3 



= fc. 



379. 



= a 



y{i + x^) _ 
aj(l + y*) 



427 , 36 , L 1 1 i 1 . T . 1 

öt = ö^> 6 = ^ geben ä; - ± 11, ± tt; y = ± 7, ± -^ 



276' 22 

B a r d e 7 , Algebraisohe Gleichungen. 6. Aufl. 



11 



23 



d54 



C. Gleichrmgen von beBonderer Form. 



Man eliminiert hier am einfacliBten eine der Unb^annten 
nnd sncht die andere. Um x zu eliminieren; schreibt man 

1 + ^' 1 + y« 

== Ol • 



X 



= 6. 



y 
y 



Die Differenz der Quadrate dieser Gleichungen liefert eine 
Gleichung für y von der Form I. 276 u. f. Ebenso eliminiert 
man y. Man findet 






380. 



xil^y*) 



a 



Man setze wegen der ersten Gleichung 

also 

1-4- rc« 

= au. 



l/2a'+l ~l/25- f 1 
y2"(a^^) 



l + rc« 



= W, 



rr 



Daraus sind rr und y leicht bestimmt. Die zweite Gleichung 
nimmt dann die den Wert von u liefernde Form an 

Auch nach 379 kommt man hier leicht zum Ziele. 



381. 



y(l + a?«) ^ 
x{l + y^ 






T ^ aV'l-5+y2&-a*&-a* 
L. a* =Ä -£ \ 1 y 



yi-5+Vl--2a' + ^ 
)/2(a*-^) 



G. Gleichungen von besonderer Form.. 
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Die Aufgabe laXst sicli dadurch auf 360 zurückführen, 
dafs mau 

y 



X 



= v, xy==u, 



also 



setzt. 



u 



x^=—} y^^uv 



V 



382. 



Vi 



^i.^ ft M ■ ■■■■■- ■ ■ . ^^^^ 



X 1 + y 

y 1 + rc + a?* 
aj'l + y + y« 



=sa 



= 6 



L. 0?== V — ? y = \ J »== -z r-' 



+ yT^r4^ 



Man quadriere die erste Gleichung und setze ähnlich^ 
iYie in 360, 



also 



y 



1 

— ; 
P 



{1 + xy ^ a\ 



X 



383. 



y{i + x^ _ 
x{l + y^ 

«•(1 + y*) " 



L. X 



ays(a - 6) +y4& - 2a*5 - a» 
2l/a«-5 



y = 



y8(a-6)+l/5 + 3a-4a» 



2ya«-5 

Für ^ = I?, xy^u nehmen die Gleichungen die Form 
363 an (vgl. 381). 



384. 



y 1+a; 



= a 



f a; 1 + y 

je Y X l + y' 

L. OJ und y wie in 882, nur p 



8(a-6) 



23 
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385. 



y(l + x^ ^ 
x{l + y^ 

x'(l + y^ 



a 
b 






2(a*- 6) +l/2(a»-6)H 2 &(«*-!)• 



Hier ist gesetzt 



a*-6 



l + y* 



also 



1 + aj* 



yw, 



o; 



= ai/w. 



Hierans ergeben sich x xmd y, wie ai^egeben. Um u zu 
bestimmen, ist die zweite Gleichung zu benutzen. Man hat 

y ^ ' y* ' 3/* ^ ^ 

Allgemeiner hatte man statt der zweiten Gleichung auch 
schreiben können 



j/*(l + mx^ + nx* + ""^^^ + ^^ 



-h 



ohne dafs dadurch die Auflosung wesentlich erschwert 
worden wäre. 

Die Lösung hätte auch durch Zurückföhrung auf die 
Aufgabe 365 mittels der bei 381 und 383 ai^ewandten Sub- 
stitution bewirkt werden können. 



386. 



x{l + y*) 
L. X und y wie in 385, nur 



==a 



= 6 



^■^ 2(a»-&) 

Durch die bereits bei 381, 383, 385 ajo^egebene Sub- 
stitution läfst sich die Aufgabe auf 366 zurückführen. 
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387. 



(1 + y)y^ 

(1 — X •\- X* — x' -\- ai*)y* , 

Lci-y+y'-y'+y*)«' ~ . 



L. -wie in 382, nur 



P = 



6(a'- d)+l/6(a'- &)« + 20t(a« - 1)* 

10(1-1») 



388. 



«+y «y+i 

iß — y xy — l 



2 \5 ^ a; 



a — 5 



y(x^-l) a + b 



Man wende auf die erste Gleichung korr. Add« an^ so 
kann man ans beiden Gleichungen durch Multiplikation y 
leicht eliminieren. — Ist rr gefunden, so ist sein Wert in 
einer der Gleichungen zu substituieren u.s.w. 



389. 



a?+y ^+^y 

. _ =a 

x^-y l—xy 

^0--y^ _-L 

y{l-x') 



T i/a — 1 — 2r i/a + 1 — 26r t/ ä~ 

Man wende auf die erste Gleichung korr. Add. an, so 
kann man nach 379 leicht zum Ziele kommen. 



390. 



= a 



(sc+y)(t+xy) _ 
(x-y){l-xy) 

{x* + y*){l+x'y^ 



{x*-y*){l-'X*y*) 



= 6 



' ^ "" l/2(a*-2a& + l) ' y2(a»-2a6 + l) 
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Durcli Anwendung der korr. Add. erhalt man 



x'(l + y*) 



a-1 

6 + 1 



y\l+x*) 6-1 

Diese Oleichungen unterscheiden sich von denen in 381 nur 
durch die Werte der bekannten Gröfsen. 



391. 



= a 



x + y l + xy 
x — y'l — xy 

g'+yy i + agy ^, 

x^ — y^ 1 — x^y^ 






2y^ ' ^ 2yp 



i> = 



g' — 8o'6 + 8a — 6 

3(a-6) 



Nach Anwendung der korr. Add. auf beide Gleichungen 

setze man 

l+OJ* a-l 



also 



1 + y« a+1 



2/ 



= — ^ U.S.W. 



yp 



Man hätte auch ebenso gut die in der ersten Gleichung auf- 
tretenden Quotienten als neue Unbekannte einfuhren können. 



392. 



g + y l + xy _ 
x — y 1 — xy 

aj* + y* l + a;*2/* 

*■ ■ ■ ■ ■ ■ • ■ 11 — ^- — 

05* — y* 1 — iC*2/* 



a 



L. X und y wie in 391, nur p wie in 371. 

Die Auflösung würde nicht wesentlich schwieriger werden, 
wenn man statt der zweiten Gleichung allgemeiner gesetzt 
hatte 



ÄJ*+maj*y+nÄ*2/'+wa5t/'+y 



«* + w' «' j/ + n' «* y • + m' Äjy '+ y 



* l-\-mxy-\-nx^y^-\-mx^y^-\'X^y^ , 

y* l + w'a5y+n'a;'y*+m'a;*y'+ic*y* 



0. Gleichungen von besonderer Form. 
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Man könnte wie in 391 verfahren, oder auch 

—^-^ = u und = V 

x—y 1—xy 

setzen und zunächst u^+ v^ bestimmen, da uv=^a bekannt ist. 



393. 



x + y 1 + xy 

■'■ - ■ - ■ • ■ ■ ■ — 

x — y l^xy 



= a 



x^ + y'^ 1+x^y^ ^ , 
ayB — yß* 1 — x^y'^ 



L. X und y wie in 391, nur p wie in 373. 

x* + xy-\-y* l-\-xy-{-x*y^ 



394 



{x + yy {l+xyy 

x^ — xy-^-y* 1— rcy+^'y' 

{x-yy (1 - xy)^ 



= a 



u 



* ^*~ l + y4tt-3~ r t*-a' ^~ l + y4M-3 K u-a 

16«5-9a + 9&-4+y(16a&-9a + 9&-4)»-U4a(26~'lp 

12(2&-1) 

a. Hier ist wegen der ersten Gleichung gesetzt 

l'\'Xy-\-x*y^ 



(1) 



(i+«y)* 



= M, 



also ^' + 7+/ = JL. 



Hieraus sind die Ausdrücke der zweiten Gleichung mittels 
Anwendung der korr. Add. zu entwickeln. Dann wird u 
gefunden aus 



3a — 2t* 3t* — 2 

4a — 3t* 4t* — 3 



6. 



Ist u bestimmt, so hat man aus den Gleichungen in (1) 



xy = 



4(1 -t*) 



l-|/4t*-3 _ 

1 +y4t*-3 "" (i + y4t*-3) 



2 



X yt*+y4a-3t* (yt*+y4a-3t*)^ 4(«*-a) 

y Yu-y^La-^u 4(t*-a) (yü-y4a-3t«)^ 
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Hieraus ergeben sich durch Multiplikation und Division der 
geeigneten Ausdrücke leicht die oben angegebenen Formeln 
für X und y. 

b. Man hatte auch als neue Unbekannte einführen können 



(2) 



X 



1+y' 



= ^- 



Die gegebenen Gleichungen würden dadurch übergehen in 



{i+ny 



= a 



Man führt luLmlich die Multiplikationen in den Gleichungen 
aus. Das giebt z. B. in der ersten Gleichung 

iy(l + x^ + x{l + y')y -''• 

Dividiert man Zähler und Nenner durch x^y^, so kann man 
I und rj direkt einsetzen. — Aus (3) erhält man 



Dann folgen aus (2) die Unbekannten selber 

(5) ^ = i| + ]4i^, y^^n=Y^^i, 



49 



Setzt man « = öt und 6 = 9, so liefert diese Lösung 



Damach wird 



X 



81 

| = |, 2,-2, -f 
'? = 2,|,-i,-2. 



= 2,|, 1, 1,-1,-1-2,-^ 



y=l, 1, 2, i, -2, -i, -1, -1. 



Wegen der gleichen Werte 1 = 1 und — 1 = — 1 erhält man 
nur acht Wurzelpaare; sonst würde man 16 erhalten. Die 
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Elimination der einen Unbekannten muls fOr die andere eine 
Oleichnng vom 16. Ghmle liefern. 

c. Statt der gegebenen Gleichungen hatte man in derselben 
Weise die allgemeineren Gleichungen lösen können: 



(6) 



'x*+mxy + y* ^ l+pxy + x*y* _ " 

x*+nxy -h y* l + ga?y + dg*y' , 
x* + n'xy + y* l + fl'ajy + ^'y' 



Hier empfehlen sich die Substitutionen: 
(7) 



xy ' xy 



Dadurch gehen die Gleichungen (6) über in 



woraus sich u tmd v bestimmen lassen. Dann folgen aus 
(7) nach 341 die Unbekannten selber. 



Dritter Teil. 



Gleichungen mit drei und vier 

XJnbekaniiteii. 



1. 



Oleiehnngen mit drei Unbekamiteii. 

(y + ^) (ä + y + ^) — a 

L(x + y)(x + y + £r) = c J 



X ^a + hA-c 



a — h-\-c 






V2(a + & + c)' "" T/2(a+&4-c)' " V2(a + & + c) 

a. Den in allen drei Gleichungen anfbretenden Aasdrack 
x + y + e nenne man ^ und drücke die Unbekannten mittels 
t und der gegebenen bekannten GhroJBen aus, man erhält 

2xt = 2x(x + y + z)== — a + h + c 
(1) 2yi^2y{x + y + z)=^ a^l + c 

20t = 2ig(x + y + £r)= a + & — c 

Aus diesen Werten für x, y, ist nun der Ausdruck 
X + y + zu bilden, was offenbar durch Addition der 
Gleichungen (1) erreicht wird. Man erhält 

2(x + y + 0y = a + h'hc, 

^ ^ bIbo x + y + 0=- ^y2(a + b + c). 

Durch Substitution dieses Wertes in (1) ergeben sich 
die Unbekannten selber. 

b. Oft ist es einfacher, zuerst den gemeinschaftlichen 
Ausdruck zu suchen. Hier kann man nur die gegebenen 
Gleichungen addieren, so ergiebt sich x + y + 0, wie in (2) 
angegeben. Dann sind aber auch die Unbekannten selber 
leicht bestimmt. 



2. 



(2x'-'y + 0){x + y + 0)^9 

(x + 2y'-'0)(x + y + 0)=:^l 

L(x + y — 20) (x + y + 0) -^ 4:J 



L. aj = + 4, - 4 
y = -2, +2 
^ = -1, +1. 
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3. 



a;== aYx + y + z 
y^byx + y + 



_0 = c yx + y + 0_ 

L. l.x=^a(a + b + c), y=^b(a + b + c), 0=«c(a + b + c). 
2. rc = y « ;er = 0. 

'x(x + y + 0)^a 
y(x + y + fi) = b 

,0(X + y + 0) = cJ 

a 



L. ä; = 



5. 



x:y:0=i a:b:c 

^ + y^+ ^* = wt* 

T am 

L. x^ 



y y = 



:; £? = 



j/o+y+c ya + 64-c 



7.' y 



bm 



} 



cm 



Va« + &' + c'' "" yä* + 6« + c»' " -j/a' + ^' + c* 

Wegen der ersten Bedingung ist man berechtigt zu setzen: 
(1) x^at y = bt Äf =* c<; 

denn man hat 



X 

a 



y. 

h 



z 

—} 

c 



kann also diesen Quotienten = t setzen. Dies in der zweiten 
Gleichung substituiert^ liefert t, tmd somit sind dann in (1) 
auch die unbekannten selber gefunden. — In Worten würde 
diese Aufgabe lauten: 

Welche drei Zahlen verhalten sich wie 
a:b:c, während die Summe ihrer Quadrate 
gleich m^ ist. 



6. 



x:y:z=^(b + c):(a — c):(a + b) 

{a-\-'b)m 



L. X 



(a — c) w 



z 



y(6+c)(5+cy 

(o -f- 6) m 
V(a + 6)(6 + c) 



V(a + 6)(6 + c) 
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7. 



«rytjBf = (— a + h + c):(a — b + e):(a + h — c) 
(x^+y*+ ^*+ xy + X0 + ye ^^ 2m* 



£? = 



(a + 5 — c) m 



8. 



(y '\-ss)i{x + z)\(x + y) =^a:h:c 

jff + ey+ (x + 0y+(x + yy^i^ 

jj. a? = — ==? 1/ = 



a — & + C 



xr 



a-\-h — c 



2|/a«+^*+<?' 



9. 



\— X + y + z):(x — y + z):(x + y — z)=^ a:h:c 



L. a; 



(& + c) w 






e 



(a + 6)w 



10. 



y + z = 2axyz 

x + z= 2hxyg 

je + y = 2 cxyis_ 

r H —a + h + c a — &4-C 



z 



a-\-h — c 



»*i^^^^^^ 



11. 



r = ■)/(— a + 6 + c) (a — 6 + c) (a + 6 — c). 

2. x>=y = 0=^O, — Losung^ nach 1 c. 

'y + z-^a(x + y + z)xyz 

x-\- z^hix^ y + z) xyz 

J3i^ + y = c{x + y'\' z) xyz^ 

L. X 



0, — =v^^' y=o, — -^, z 



Q^a + 6^, 



Man hat zunächst, wenn man {x+ y + z)xyz == 2t 
setzte ic = (— a + 6 + c)< u. s. w. Dies ist in eine der 
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A. Gleichungen mit drei unbekannten. 



Gleichungen einzusetzen^ oder besser noch in die Summe 
derselben 

2{x + y + 0)=^(a + b + c)(x + y + z)xyz. 

Das giebt 
2« « ^ (a + 6 + c) (- a + & + c) (a - 6 + c) (a + & - c) 



u. s.w. 



12. 



xyz 

fiC + Ä 

xye 

jn^+y 

L. X 

0- 
u 



= a 
= c 



(— bc + ac + ab)yüy y = (bc — ac + aV)Yuy 
(bc + ac — ab)}/üf 



2abc 



(— &c + ac + a6)(&c — ac + a6)(6c + ac — «6) 



(1) 



Man schreibt die Gleichungen zumushst in der Form: 

, 1 

y + £r = — xye u. s.w. 



Dann yerföhrt man nach einer der in (1) angegebenen Me- 
thoden. Aus den Gleichungen (1) hat man 



X 



= i(-"i + i + 7)^J'^ = |(-*^ + ^^ + ^*)f 



xye 
bc 



ist also berechtigt zu setzen 

Ä = (— &c + ac + <^b) t u. s.w. 



18. 



a;' + y^ + ^' 
x-yi-z 



= a 



= 6 



_ aj + y— Ä 

L. x^a(b + c;)yM, y^b(a + c)yüy j? = c(a + 6)yt7, 



t« 



o«(& + c)» + ft"(a + <?)* + c'(a-6y 



A. Gleiclumgen mit drei Unbekannten. 
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14. 



1,1,1 

ax= — — 

X y z 

öy = — — 

1,1,1 
X ' y ' z 



15. 



L. x = -ya + b + c, y=j:Va + b + Cy e^-Ya + b + c. 

x^xfs = d 

xy^z = b 

jx^yz^ = c^ 

L. a? = 



y 



0^ 



yahc yabc yabc 

Man sucht zunächst die links überall anfbretende GhröJBe 
xyz. Multipliciert man die Gleichungen mit einander tmd 
zieht die yierte Wnrzdl^ so hat man 

xy0 =^yabc u. s.w. 



16. 



o^yz^ = b 

l_X^y^0=: CJ 



L.x = \Yi^h^, y = \y^i^¥?, ^-yV^^F?; 

Die Multiplikation der Gleichungen liefert das Produkt 
xy0. Dann hat man weiter 

x = —a^y^0^ U.8.W. 



17* 



18. 



yz = a 

xz = b 

jcy^^c^ 

L. a? = -YabCy y = jYäbc, z = -"j/oftc. 

X = ayz 
y=zbxz 
Ljgf = cxyj 
1 



T * 1 1 

Ybc yac yäb 

Bardey, Algebraische Oleichimgen. 5. Aufl. 



Dazu x = y '=z = 0. 



u 
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19. 



20* 



'x^ = ayd 

j? = cxyj 

L. 1. X =^Yc?bc, y=Yäh^, e^Yab^^ 
2. jr = y =» £r = 0. 

^(y + ^) = « 

y(rc + £r) = 6 
^z{x + y)^c_ 



u 



w = |y 2(- a + 6 + c) (a - 6 + c) (a + & — c). 

Man sehe zmmclust die Produkte xy, xz und yz als die 
unbekannten an und bestimme diese^ d. b. man addiere je 
zwei Gleichungen und ziehe yon ihrer Summe die dritte ab. 
Das giebt 

y^e? = — (— a + 6 + c) u. s. w. 

Jetzt hat man die Aufgabe 17. 

{x + y){x + z)=d 

(x + y)(iy + z)^b 

L{x + z)(y + z)=cJ 



21. 



L. a?= ^=1 — } 



z = 



^yäbc 
hc -]- ac — ah 



bc — ac + ab 

y = : — - — ; 

^ 2yahc 



2yähc 

Man betrachte hier die Summen x + y, x + z und 

j^ + j9 als die zunächst zu bestimmenden Chrölsen. Dann 

findet man nach 17: 

bc 



y + z=^ 



22. 



yäbc 

x{x + y + z)^a — yz 
y(x + y + z) ''^b — xz 



U.S.W. 



A. Gleichnngen mit drei unbekannten. 
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L. wie in 21. — Diese Gleichungen sind mit den Glei- 
chungen 21 identisch^ wie man leicht übersieht, wenn maa 
die Unbekannten alle nach links bringt. Um sie anfznlöseii, 
bringt man sie auf die Form in 21. Sonst wird die Anf- 
lösung weitläufiger. Man könnte etwa so ver&hren. Man 
schreibt 

ic« =8 a — (xy + X£f + ye) 

y'=& — (xy + X0 + yis) 

^*= c — (xy + XZ + yz). 

Setzt man die gemeinschaftliche Gröfse 

(1) xy + xz + yz-=t, 

so hat man 



(2) x^ya — t, y=^yb — t, z^Yc — t 

Dies, in (1) substituiert, liefert f£tr t die Gleichung 



y(a - t)(b - t) +y(a - t)(c - +y(6 - 0(ö ~ = ^- 



Man findet aus derselben 

4a&c 



(pc— ac + aV)* (bc-\'ac — aby 



4tahe 



4a&c 



Setzt man dies in (2) ein, so erhalt man die Unbe- 
kannten ebenfalls, wie in 21 angegeben. 

"{x + y — z)(x — y + z) -=^d 
23. (y + z — x){y — z + x) '^b 
^(z + X — y)(z — X + y) ^^ c^ 

^yähc 2Yabc ^yäbc 

Man betrachte die Faktoren der links stehenden Produkte 
als die zunächst zu suchenden Grolsen. Nach 17 erhalt man: 

hc 



— a; + y + 0== 



yähc 



U.S.W. 



24. 



x^ — (y — zY'^d 

y^ — {x ^ zy=b 

js^ — (x — yy « c_ 



24' 
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L. wie in 23. — Diese Aufgabe ist mit der vorhergehenden 
identisch. TJm sie anfenlosen; bringt man sie am besten 
auf die Form in 23. 

"a?(y + z — x) = a 

25. y(js + x-'y) = b 

r ^ r r 

r =■)/(— a + i + c)(a — i + c){a + b — c). 

Man addiere je zwei Gleichungen und subtrahiere von 
der Summe die dritte, so kommt mau auf Gleichungen von 
der Form 23 oder 24: 

a^—y^— js}^+ 2yz = — a + & + c, d. h. 
(a; — y + jsf) (aj + y — ^) — — » + & + c u. s. w. 

Oder man setze 

— x + y-^-z^x^ x — y + £f^y* 
x + y — 0-=0', 

so gehen die Gleichungen über in 

-(^'+»')^' = 2cJ 

Aus diesen Gleichungen sind nach 20 leicht die Unbekannten 
zu bestimmen. Dami liefern die Gleichungen (1) die Un- 
bekannten selber. 

'(y + 0)(2x + y + 0) = b + c' 

26. {x + d){x + 2y'\'Z) = a-\-c 
Jix + y){x+y+2z)^a+l^ 

L. wie in 21. — Man setze 

y + 0^x^ x + z^y* x + y = z\ 

dann nehmen diese Gleichungen die Form 20 an. — Addiert 
man je zwei Gleichungen und subtrahiert davon die dritte, 
so erhält man die Gleichungen 21 oder 22. 



\i) 
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^(» + ^) = (6 + c)(x + y + e) 
27. y{x + z)=^ (a+c)(x + y + g) 
^z{x + y) = (a + &)(rc + y + z\ 

L. 1, x =—Q>c + ac + aV)^ y=^{bc + ac + ah), 
z=-{bc + ac + ab). — 2. x^y^a^O. 

c 

Man setze den rechts überall auftretenden Faktor 
X + y + z=:p und verfahre im übrigen^ wie bei der Auf- 
gabe 20 angegeben; man erhält dann zuimchst 

(1) yg = ap=^ a(x + y + e) u. s. w. 

Hieraus folgert man 

1 xyz 
X = — ' — . , U.S. w. 



Man darf also setzen 



(2) 



t 



« = :r' » = jr> «==t> 



a 



für t = 



xyz 



x + y + g 

Dann ist noch t durch Substitution Yon (2) in einer der 
gegebenen Gleichungen oder in (1) zu bestimmen. 

"x ^ a^(x + y + z) ye 
28. y = b^(x + y + is)xe 
_Äf = c* (a? + y + z)xy^ 

L. 1. x=j7 y = -' ^ = 7' r =i/a&c(a + b + c). 
2. x = y = is = 0. 

Die Gröfsen a, b, c, die hier als Wurzeln von a*, 6*, c* 
auftreten^ sind demgemais doppeldeutig. Das giebt im ganzen^ 
die Wurzel mit eingerechnet, neun Lösungen. — Man 
multipliciert die Gleichungen der Reihe nach mit x, y, z 
und zieht die Wurzel, so hat man zu lösen 

x = at y^bt =^ct 
t^y{x + y + e)xy0. 
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S9. 



* + !-«' 



L^x^lY^a - ö + c)(a + 6 - c). 



!_' 



ar - ^> V« + * ~ <^)(- « + > + «)» 

Miai Mtlurtibe die Gleiehimgai m der Foim: 

Jelti •!»«•» ttuai Jryi->|i imd <^pm^» mkapnAsoi dem in 
äO Wfjp^(t^bi»«n Y«r&hrai« man eriiik 






-t — 



X 
c- 



*X 



^ •* -' 

* «• # 4^ 

4%t ^^'^ 



U ^ - 



^^'>c/xf ^ > ,,/ ^ 



1 ' 



^\» «»;''- w»./f*;* 'li^w. 
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Dann folgt nach 20 

yz = — (— a + 6 + c)a:^y*igr* u. s. w. 



2^ 

r 



Die Multiplikation liefert xye = — n. s. w. 

X = a{x + y + z)\xyz 

31. y=-b(x + y + 0)yxyz 
ji = c{x + «^ + z)\xyz_ 

L. 1. a? « — > y=^—} z = —y r = (a + 6 + c) yaftc. 

2. a: = y = jßT == 0. 

(b — c)x + {c — a)y + (a — 6)^ — 

32. ax + (a — c)y — cz = 

> + yy+ (x + 0y+ (if + zy^4ia'+ &*+ c>)j 

L. x = ±(—a + b + c), y = ± (a — 6 + c), 
z = ±(a + b^c). 

Anjl den beiden ersten äleichnngen laXst sich das Ver- 
hältnis der unbekannten bestimmen. Man erhalt 

a; : y : ^ = (— a + 6 + c) : (a — 6 + c) : (a + 6 — c). 

Jetzt weiter, wie in 5. 

"(6 + c)x + (c — a)y - (a + b)z = 0" 

33. bx + (c- a)y -bz^^O 

x^+y^+z^=a^+b^+c^ 



34. 



lt. x = ±a,y = ±:b, z = ±c. 

'(2a + b + c)x-(a + 2b + c)y + (a - b)z 
(2a + 6 + c)x + {a-c)y-{a + b + 2c)z 



0" 







1 + 



T *+ <^ 



(« + c) 



■,+ 



CiEf' 



(a+6) 



,= 1 



a + 6 



r =ya + 6 + c. 
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35. 



X 



L. 1. rr = a{a + ft + c), y =^ t(a + 6 + c), 
z = c(a + 6 + c). 
2. a? «= y = ^ == 0. 

Die Gfrofsen a, 6, « tareten ab Wurzeln von a^Vc^ auf, 
sind also doppeldeutig. 

Das giebt im ganzen fOnf Losungen. 



36. 



y + z = ax + xyz 

x + e = by + xyz 

-jx+ y = C0 + xyz^ 

r 



L. X 



, j/ = 



7 = 



r 



a + 1' '"^ ~6 + l' "^ c + 1 
r =)/a + b + c + 2 — abo, 

* 

Aus der Differenz je zweier Gleichungen folgt zunächst 

111 

x:y:z = — rr-ir-rT'— rr* 
^ a + l 6 + 1 c + l 

Dann löst man weiter^ wie in 5. 



36i. 



'y + ^ + y0 = a 

X + z + xz = b 
Ijx + y +xy===cj 

L. x = 



r 



r = >/(o + l)(6 + l)(c + l). 

Auf beiden Seiten jeder Gleichung addiere mau 1. 
hat mau 

(1) (y + !)(«> + 1) = o + 1 U.S.W. 

Das Produkt dieser drei Gleichoi^en liefert 

(a? + l)(y + l)(Ä + l) = r. 



Dann 
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Dividiert man diese Gleichung durch die 31eichimgen (1) 
der Reihe nach, so erhalt man a; + l- ^-S-w- 



37. 



yz ^scy^_^ 



y-^-z 6 + c 
xe xyz 



x-\-z a+ c 
xy xyz 



— — T-T — Z 



_x-\-y a + 6 

L. 1. ic = ar, j/ = ftr, ^ = er, r =]/ ^ + "& + T 
2. a: — y «= == 0. 

Man kann die öleichnngen zunächst in die Form bringen 

y + ^ = (6 + c)(^ + ^ + |) U.S.W. 



Setzt man dann 



so hat man 



(1 + ^ + 7)=-?' 



X 



38. 



39. 



(2x + y-4:z){x + y + z) -==24^ 

{x-2y + 2z){x + y + z) = % 

L(- 2äj + 3y + 5;er)(ir + y + 0) = 30J 

L. a; = ± 3, y = ± 2, = ± 1. — Losung nach Ic. 



\x + 2y- ^z){x + y + z)- 2{xy + xis + yz)=-- 12' 

(2x — 3y + 0)(x + y + 0) + (xy + xz + yz) = 61 
. {Zx — y + 2z){x + y + z) — h{xy + xz + yz)^b . 

L. 1. a; = ± 5, y = ± 3, ^e? = ± 2. 

2. a? = T _, ^ y = ± 77-7-—^ = ± 



]/l079 "^ ■ 1/1079' " ■*" yi079 

Man führe neue Unbekannte far die gemeinschaftlichen 
Gfröfsen ein, setze also 

(1) x + y + z^t xy + xz + yz = u 

und drücke die Unbekannten mittels der Oröfsen t und u aus. 
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A. Gleichaagen mit drei Unbekannten. 



(2) 



Man erhalt 

7a?<== 9 + 11m" 

lyt 162 + 12m 

\jlzt^- 77+ 7mJ 

Dies ist für (1) zu benutzeu^ um t und u zu bestimmen* 
Erstens addiert man also die drei Gleichungen^ zweitens 
multipliciert man je zwei derselben mit einander und addiert 
die drei Produkte. So erhält man wegen (1) 

7^»= -230 + 30m 
49m<*= 10323 - 4516m + 293m« 



(3) 



Hieraus sind u und t zu bestimmen. Es wird 



M = 31, 
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^ = ±10, ±10*]/^ 



Dann ergeben sich aus (2) die unbekannten selber. 

Anstatt xy + xz + yz hätte auch in den Gleichungen 
ebenso gut x^+y^+z^ stehen können ^ ohne dafs darum 
die Auflösung wesentlich geändert zu werden brauchte. Denn 
die Gleichungen 

(4) {ax + 6y + cz)(x + y + z) + n(xy + xz + yz)^A und 

(5) {dx + Vy + c'z)(x + y + z) + n\x^+ y^+ z^ ^A! 

lassen sich auf einander reducieren. Es ist 

<x^+y^ + ^*= {x + y + ^)*— 2(a;y + xz + yz). 
Dies, in (5) substituiert, giebt 
[(a'+w>+(6+w0y+(c'+w>](aj+y+;8f)-2w'(a;y+a?^+y;8r)=^', 

eine Gleichung, welche in ihrer Form von der Gleichung (4) 
nicht verschieden ist. 

Bisweilen kommen Aufgaben vor, welche sich auf die 
Gleichung 39 reducieren lassen. Von dieser Art sind die 
folgenden Aufgaben. 

Die Zahl der Unbekannten ist hier gleichgültig und es 
kann t ein ganz beliebiger homogener Ausdruck des ersten 
Grades von den Unbekannten und m einer desgleichen vom 
zweiten Grade sein. Die Auflösung bleibt immer dieselbe. 
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40. 






L. iC = ; y 






Nach der zu 39 gemachten Bemerkung setzt man^ um 
diese Aufgabe auf die Form der vorhergehenden zu bringen; 
Tersuchsweise 

(1) x^ — yg-^{ax+ ßy + yz){x + y + z)-\'n{xy + xz + y0). 

Dann muils sein; wie aus der Yergleichung der Eoefficienten 
auf beiden Seiten hervorgeht; 

a = l /J=:0 y = 



(2) 



a + /J + » — a + y + n = /J + y + w = — 1. 



Durch die ersten drei Gleichungen werden auch die drei 
letzten erfiillt; wenn man n » — 1 setzt. Man hat hier sechs 
Gleichungen und nur vier zu bestimmende Grölsen. Daher 
wird man nur in besonderen Fällen diesen sechs Gleichungen 
zugleich genügen können; und nur in solchen Fällen ist die 
Reduktion eines gegebenen Systems von Gleichungen auf ein 
solches möglich; wie es in 39 vorliegt. — Statt der oben 
gegebenen Gleichungen hat man daher in Folge der Be- 
stimmung der Eoefficienten der Gleichung (1) aus den 
Gleichungen (2) zu setzen 

x{x + y + z) — (xy + xz + yz) == a u.s.w. 

Haben demnach t und u dieselbe Bedeutung; wie in 39; 
ist also 

^3) x + y + z = t xy + xz + yz^u, 

so lassen sich die gegebenen Gleichungen auch in die Form 
bringen 

^xt — u = a 

yt — u = h 

J3t — U= C^ 
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A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 



Man erhält hieraus wegen (3) zunächst 



u = 



ah-\-ac + hc . l/a' + &' + c' — 3a6c 
-TTT — ' t = ^ ' — r-Vl U.S.W. 



Die Gleichungen 



y^+xz 
ß^ + xy 



a 
h 



lassen sich nicht auf diesem Wege löseU; sondern fähren auf 
eine vollständige Gleichung des vierten Grades*)^ d. h. sie 
sind nur mit Hülfe einer kubischen Gleichung lösbar. 



41. 



y + isf^'-x(y + 0) = a 

x? + is^—y(x + z) = h 

jx? + y^ — ^{pc + y) ^ c. 






r 



JS= — ^ ^ ^ 



r =-)/2(a^+ 6»+ c»- Sähe). 

Nach der in 39 und 40 erörterten Methode kommt man 
leicht darauf^ die Gleichungen in die Form zu bringen: 

(y + ^) (^ + y + ^) — 2{xy + xz + yz) = a u. s, w. 



*) Um diese Gleichxing des vierten Grades auf eine einfache Weise 
zu erhalten, nehme man x^-\-y^-\-z^ als neue Unbekannte, setze also 

(a) aj* + y * -|- £r* = u. 

Dann kann man die Gleichungen auch in der Form schreiben: 

{x -\- y — z) {x -- y •\- z) =^^a — u 
(ic + y — Är)(— a;-fy + ^) = 26 — w 
(a; — y + 5f) (— a? + 2/ + ;&) = 2c — w. 

Hieraus lassen sich nach 23 x^ y und z bestimmen, unbekümmert 
um u. Das ist in {a) zu substituieren, so erhält man für u eine 
Gleichung des vierten Grades. 
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Noch eiufiicher werden die Gleichungen^ wenn man a^ + y^ + 0^ 
einf&hrt. Dann nehmen sie die Form an 

'—x(x + y + z) + x^+y^+ z*==a 

— J^(^ + y + £^) + a:* + »* + is* -- 6 
_— 0(x + y + z) + x*+ y*+ z^^c^ 
Darin ist, wie oben, 

X + y + ss'^'t und ix^ + y^+ e^=^u 
zu setzen. Dann findet man zunächst 



a-\-b-\-c 



a + b + c 



42. 



'x^+ (y — zy=^a 

y^+ (x — zy^b 

U^+ix — yy^c, 

L. X =^^(ya - b + c +Ya + b - c) 

y *= "2 (y * + öt — c + 1/6 — a + c) 

Diese Gleichungen lassen sich nicht in der yorstehend 
angegebenen Weise behandeln. Ein Versuch, sie auf die 
oben angegebenen Formen zu bringen, zeigt dies leicht. Man 
kann sie aber in die Form bringen: 

(x + y — zy+ (x — y -\- zy^ 2a u.s.w. 

Sieht man dann x + y — z, x — y + z, — x + y + z als die 
zu suchenden Gröfsen an, so erhält man 

— X + y + z =y^ a + b + c u. s. w. 



43. 



ic*+ 2a?(y + z) + yz^a 

y^+ 2y(x + z) + xz = b 

j^+ 2z(x + y) + xy^ c« 



Li. X= — 9 

2ya + 6 + c-3r 

3c — a — & — r 

Z= =t 



y- 



3& — a — c — r 

2ya + 6 + c-3r 



2ya+6 + c-3r 

r^Ya^+b^+c^^jiab + ac + bc). 



^ I 
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44. 



Man kann die Gleichungen in der Form schreiben: ^ 
x{x + y + z) + {xy -\- xz + yz) = a u. s. w. 
und findet dann zunächst bei der Bezeichnung in 40 (3) 

w=— ' — ^ — —9 i = -^y(^ + 6 + c — 3r. 

— oi?+y^+z^+yz — xz — xy=^d 
x^'-y^+ 0^— yz + X0 — xy=^b 
- a^ + y^ — z* — yz — xz + xy == c^ 

~" 2ya» + ^' + c'-8a&c 

a*'-'b*-\-c* — bc-\-ac — ab 
^^ 2V'5» + &" + c'~8a6T~ 

a^ ■{■}>* ^ c* ^hc — ae -\' ah 

^ 2Va» + ^' + c"-8a6c 

Durch Addition je zweier Gleichungen kommt man auf 
das System 40; nämlich 

x^—yz^ —Q) + c) u. 8, w. 

*Will man direkt losen^ so hat man nach 40 (3): 

{— x + y + z)t — u = a 
{x — y + z)t — u^h 
(x + y — z)t — u = c. 
Daraus zunächst 

2xt = ft + c + 2w u. 8. w. 
Man findet daxm 

(a-f-^"h^)'4- hc-{-ac-\-ab 

4(a-f-6 + c) 

'2x^+y^+z^'-yz = 9 
45. x^ + 2y* + z^ — xz = ß 
jx^+y^+2z*-xy=Sj 

L. 0? = ± 2, y = ± 1, ^ « 0. 

Man schreibe die Gleichtingen in der Form: 

(2x + y + z)(x + y + z) — S(xy + xz + yz) = 9 u.s. w. 



w== — 



i^ ya^ + h^ + c^-^ahc 
2(a + 6 + c) 



A. Gleichungeii mit drei Unbekannten. 



383 



Man kann freilich die Gleichungen auch direkt angreifen« 
Die Differenz der ersten und der zweiten Gleichung^ kombiniert 
mit der Differenz der zweiten und der dritten Gleichung giebt 

X —-y^y — iSf d. h. 

(1) x + 0^ 2y. 

Die Addition der ersten und dritten Gleichnng ergiebt 

(2) x^+z'^A. 

Hieraus 

x-^y+y2- y* 

Setzt man dies in die Differenz der beiden ersten Gleichungen 

(x — y)(x + y+0)^^ 
ein, so erhalt man^ da 

x^y =y2-~y*, a; + y + ^ = 3y ist, 
yT:r^.y-l, y*~2y*+l-0, y*-l«0, y = ±l. 

'2x^ + x{y + z) — yz^a 



46. 



2y* + y(x + z) — xz =^ h 
.2jEr*+ z{x + y) — xy=cA 

8a-f r 



L. a?== 



Z = 



3c + »" 



y = 



35 + r 



3y2(a + 6 + c + r) 



47. 



3l/2(a + 6 + c + r) 

r=}/3(a6 + ac + 6c). 

y + ^* + y^ = a^" 

a:* + ^* + ajißf «= 6* 

-iX?* + y* + a;y = c^« 

^ 3(-a« + ?>' + c') + y 
'"8y2(a«+6» + c» + »")' 

""8y2(a«+5»+c") + / 



y 



8y2(a* + &* + c'+r)' 



r=)/3(a + 6 + c)(-a + 6 + c)(a-6 + c)(a + &-c). 
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A. Giäihangai mit drai ünbekaimteii. 



Man hat hier zonidut 

(y + e)(x + y + e) — (xp + ze + yg) = a* u.8.w. 
Das giebt also nach den frfiheren Bezeiehnmigen: 

'2xt = (- o»+ 6*+ c*) + » 

L2et = (a*+V-<^) + u J 
Die Gleidrangen fOr t und » werden hier: 



4»<« = ir» + ^(a« + 5* + c*)« + 3«» 



0- 



Hieraus findet maa 



Vergleicht man die drei g^ebenen Gleichimgen mit der 
Formel des KosLEmssatzes^ indem man berücksichtigt; dab 



2n 
cos -::- = — :r 



1^ 

2 



ist; SO sieht man, dafis die Linien xy z drei Strecken sind, 
die einen im Inneren des Dreiecks mit den Seiten ab c ge- 
legenen Ponkt mit den Dreiecksecken yerbinden; indem sie 
mit einander Winkel von der GröJse 

^ = 120« 

bilden. Die Anffindnng dieses Punktes erfolgt durch eine 
leichte Konstruktion; er ist dadurch besonders ausgezeichnet, 
dafis — wie sich leicht zeigen laJst — die Summe seiner 
Verbindungslinien mit den Dreiecksecken kleiner ist; als die 
der von irgend einem anderen Punkte im Dreiecksinneren 
nach den Ecken gehenden Geraden. 



*) Es ist nämlicli 

= 2a*6* + 2a»cH26«c*-26*c«-a*-5*-c* 
= (a + 6 + c)(a + &-c)(a-6 + c)(-a + & + <?). 
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Setzt man die Summe x + y + z = tf bezeichnet die 
Dreiecksfläche mit A und berücksichtigt, dafs offenbar 

r = 4Al/3 
ist; so erhält man fär die genannte Minimalsumme den Wert 



48. 



a;'+ y*= au 
X + y =bu 

L.X — y = cuj 

L. 1. a? » 



a(H-c) .._aib-^^ n — ^^ 



2. a: = y = M == 0. 
Unter Elimination von x und y bestimme man zunächst u. 



49. 



1 


+ 


1 

2/' 


— 


2a 1 

u* 1 


1 




1 




2& 


x^ 




2/' 




u* 

1 


1 


+ 


1 

y 


=s 


1 
1 

c 



L. . = (i +i/i-;-^), ,=o(i+i/^^), 



M 



= c (>/« + 6 +Ya — i). 



50. 



51*. 



'x^— y^^au' 






X + y =bu 




je — y == cu_ 




T a(b4-c) a(b — c) a 
2&C ^ 2bc bc 


Dazu kommt noch x — y — u — 0. 


xy = u^ 


L.x==4, 1 


x + y + u = l^ 


y-1,4 


-^^ + y^ + w^ = 


= 2lJ 


u — 2, 2. 



Bardey, Algebraische Gleichongen. 5. Aufl. 



25 
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52*. 



x + y + z-=a 

L xyz == n' . 

T a — «4-r a — « — r 

L.X=- — L_> y = «, 5« r 



r =y{a + n)(a — 3w). 

Die imagmaren Werte von yf^ sind hier, wie bei der 
folgenden Aufgabe, nicht berücksichtigt worden. 



53. 



54. 



55. 



x:y^y:z 

L xyz == n' 

;r = UVa^Tn^-Va^- 3n«). 

(^ - y)* + (^ - ^)' + (y - ^)* = 126 
L. a; = 6, 6; y - 12, 3; ^==3,12. 

(a;-y)(;gr + l) = 2a 

_(a:*-y«)(^ + l)*=46d 



^•^— «1 + 6 

a(&-l) + |/(^«-&«)(l-a') 



10 



10 



a = 15, 6 =- 69 geben a; = 7, -; y = tt^; 13; ^ = + ~? — -^ 



^ 



Man bestimme zunächst ;sr, indem man x und j/ elimiuiert. 
Dividiert man die dritte Gleichung durch die zweite, so kommt 

(a; + y)(^ + l) = ?^^ 
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Zwischen dieser und der zweiten Gleichimg ist die Differenz 
der Quadrate zu bilden^ unter Benatznng der ersten Gleichnng 
erhalt man dann 

^2 — 1 —. — — a^^ 

56. a:'+y«=134w* 

L. a;=:±9, ±7; y==±7, ±9; w = ±2, ±2. 

Man eliminiere entweder x und y und suche zuerst u, 
oder man setze 

also 



X 



-^(a + t)u y^^{a-t)u 



und bestimme zunächst t und dann u. 



57. 



X + y = lu 
a;4_|_y4=,674«i» 
[_x^+y^==^2öu^J 
L. a; = 0, 8, 6; y = 0, 6, 8; w = 0, 2, 2. 



Die Kombination der ersten mit der dritten Gleichung 
liefert für x und y Ausdrücke^ die u enthalten^ die Ein- 
setzung dieser Ausdrücke in die zweite Gleichung erlaubt u 
zu bestimmen. 

X + y=^bu 

58. x^+y^=^S9u 

L. ip = 0, 9, 6; y = 0, 6, 9; m = 0, 3, 3. 

X + y ^ 5u ' 

59. a;2+/=13w« 
_ xyu = 384 _ 

L. a; = 12, 8; y = 8, 12; w = 4, 4. 

Im ganzen hat man sechs Losungen^ von denen jedoch 
Tier imaginär sind. 

26* 
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60. 



61. 



62. 



63. 



x^+ y^=2öu^ 
_x^ +y^=. 20212 uj 
L. 1. a; = ± 8, ± 6; y = ± 6, ± 8; M = ± 2, ± 2. 
2. x = y = u = 0. 

X + y = 2au 
a^ + y^=2bu^ 

.x^+ y^+ M"= c"_ 

L, x=={a + r)u, y ^ (a — r)u, r 

c 

■|/(a + r)« + (a-r)« + l 

x + y = S-u 

it^+y^=lM8u 
xy = 3w* 

L. a; = 0, 8, 6; y 

x + y = au 



=yb- 



a 



2 



0, 6, 8; u = 0, 4, 4. 



a;* + r= 



u 



_x^+ y^= c_ 



s 



T — y^oft — ^c + V^c — <»ft ___ y3q6-2c— y2c-~a& 

2y3a& — 2c 



2|/3a6-2c 



W 



= -V3a6--2c. 

a ^ 



64. 



X + y = au 

x^+y^=hu 

_ xy == 2c _ 

L.a:-^(T/r + 5c+}/r-3c), 2/ = i(yr + 5c--/r = 3c), 



M 



^^yr + 6~c, r=]/57+^. 



Man eliminiere entweder a; und y und bestimme zuerst le. 
Dann folgen aus der ersten und dritten Gleichung auch x 
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und y. Oder man eliminiere u und suche^ da xy gegeben 
ist, zunächst x^ + y\ Man erhält 

a;* + y* =s c + r. 

x{y - l)(u - 1) = 2a 

x^(if^-l){u-iy-4tbu 

Lx^y^^l)(u-iy^6cu'J 



65. 



T a(b — r) ö-\-r a" ,/ö7 tt{ 

Man bestimme zuerst Uy indem man x und y eliminiert. 
Dividiert man die zweite Gleichung durch das Quadrat der 
ersten, so erhält man 

y-\-l hu 

also 

6w + a' 

^ hu — a^ 

Dividiert man die dritte Gleichung durch den Eubus der 
ersten, so kommt 



(y-l)« 4 a» 

Hierin ist für y der gefundene Wert zu substituieren. 



66. 



x{u — l) 

rc^(u»-l) 
y»-l 

L. X 



a 
b 



ht_ 
at 



a 



-1 



, y = 



at4-l htA-a 

J U=T^ 9 



at-1 



ht — a 



'' V 3a(ac-6») 



(1) 
(2) 



Durch Elimination von x erhält man: 

u-\-l y— 1 b 

u — 1 y-\-l a' 

u^ + u + 1 (y-iy c 



{u-iy y'+y + i 



a' 
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Diese Gleichungen stimmen in der Form mit den in 11. 326 
f£Lr die unbekannten x und y aufgestellten Gleichnngen über- 
ein. Entsprechend dem dort angegebenen Losirngsrerfaliren 
setze man 

y-l ' 

also 

M + l bt 

u — 1 a 

Das giebt, wie oben angegeben, 

at 4-1 bt4-a 

^ at — 1 ot — a 

Dies ist in (2) einzusetzen^ so erhält man t. Darnach ergiebt 
sich X ans der ersten Gleichung. 

Für a = 31, 6 = 341, c = 4681 erhält man ^ = ± ^' also 

x==l, y = 2, u = S2 oder 

Iß 1 1 

x^l6, y=2' ^ = 82- 

Denkt man y^ für u gesetzt, so ist 

y-i 

die Summe der Glieder einer geometrischen Reihe von n 
Gliedern, deren erstes Glied x, deren Quotient y. Ebenso ist 

die Summe der Quadrate der Glieder einer solchen Beihe und 

die Summe der Kuben. Mit diesen Gleichungen ist daher 
folgende Aufgabe gelost: 

Von einer geometrischen Beihe hat die Summe 
der Glieder den Wert a, die Summe der 
Quadrate derselben den Wert i und die Summe 
ihrer Kuben den Wert c. Wie grofs sind das 
erste Glied, der Quotient und die Anzahl der 
Glieder? 
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Das erste Glied x und der Quotient y sind oben angegeben. 

Die Anzahl der Glieder ist n^ und y"st«. Es mufs die 

Anzahl demnach sein 

logu 



n» 



logy 



also 



Für a = 63, 6 = 1365, c « 37449 hat man ^ = ± ^^ 



67. 



^=1,32; y = 2, |; ii = 2«, (I); w = 6, 6. 
Daher lautet die Reihe: 1, 2, 4, 8, 16, 32. 



= a 



= 6 



= c 



a;«(tt«-l) 

L. o:, y und u sonst wie in 66, nur 



' -F^.- 



Mit diesen Gleichui^en ist folgende Aufgabe gelöst: 

Von einer geometrischen Reihe ist die Summe 
aller Glieder gleich a, die Summe ihrer Qua- 
drate gleich h und die Summe ihrer vierten 
Potenzen gleich c. Wie grofs ist das erste 
Glied Xy der Quotient y und die Anzahl der 
Glieder w? 
Über die Deutung der Gleichungen und die Auffindung der 
Anzf ibl der Glieder n vgl. die Bemerkungen zu der vorher- 
gehenden Aufgabe. 



= a 



68. 



a;*(u»-l) , 
— H — 7- = t> 

L. Xy y und u sonst wie in 66, nur 






-&*)*c 
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A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 



Auch diese Gleichungen lassen leicht eine Deutung in 
Worten zu: 

Von einer geometrischen Reihe sind gegeben 
die Summe der Glieder, die Summe ihrer 
Quadrate und der Überschufs der Summe der 
vierten Potenzen der Glieder von ungerader 
Stellenzahl über die Summe der vierten 
Potenzen der Glieder von gerader Stellenzahl. 
Wie grofs ist das erste Glied, der Quotient 
und die Anzahl der Glieder? (Vgl. 66.) 

Vorausgesetzt ist dann, dafs die Anzahl der Glieder ungerade 
ist, so dafs die Division 



u* + l 



d.h. 



y*"+i 



2/*+i' ^-"^ y' + i 

aufgeht. Wäre die Anzahl der Glieder gerade, so hätte die 
dritte Gleichung 



1 + 2/* 



= C 



lauten müssen, wenn die oben gegebene Deutung richtig 
sein sollte. Dann würde das System von Gleichungen nicht 
mehr durch die hier angewendeten Mittel lösbar sein. 



69. 



x{u—l) 

2/*-l 
_ 3/'-l 



a 



= i 



= c 



L. X, y und u sonst ganz wie in 66, nur 

über die Deutung dieser Gleichungen vgl. die Bemerkung 
zu 66. Die zugehörige Aufgabe wird demnach lauten: 

Von einer geometrischen Reihe sind die Summe 
aller Glieder, die Summe ihrer Quadrate und 
die Summe ihrer fünften Potenzen gegeben. 
Wie grofs ist das erste Glied u. s. w. 
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70. 



05' 



y 



a 
u 



x^ + y^ ^ h 
{x — yy u 

(x - y)' ^ c 

_ x-\-y u 






_ c '/3&-y4a-& + 2|/ä-& 



U = 



|/4a-6-yä-& 

(|/4a-6-Va-6) 6 1/3& 
(y4a-&~2V'a-6)* 



Durch Multiplikation der beiden ersten Gleichungen 
erhält man 

Diese Gleichung ist in U. 265 schon behandelt worden. Man 
findet aus derselben 



yu 



x-\-y _ '\/A.a'-h-\-'iya — h _ 



Hier ist die letzte Formel gewählt und daher gesetzt: 

(1) *1 ^ 

lx-y = l ()/4a - 6 - 2>/a - &)_ 

Daraus folgt 

a;2+ y2_ X V4ä"^ (|/4a - 6 - 2ya"^) 



(2) 



:i;y = x^-j/a — b (y4ta — & — 2ya — 6). 



Aus (1) und (2) sind in der zweiten Gleichung für x und y 
die gefundenen Ausdrücke zu setzen^ so erhält man u, da X 
sich heraushebt. Ist u gefunden^ so ergiebt sich aus (1) und 
der dritten Gleichung X, Dann liefern die Gleichungen (1) 
die Unbekannten selber. 
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2.x 



= 0. 



^cx + (6 — a)ss = yz 
71. ay + (c — 'b)x = xz 
J>z + (a — c)y =xy^ 

L. 1. x = a^ y =^b, 0=^c. z. x = y 

Die Yollständige Auflösung dieser und der folgenden 
Gleichungen führt auf eine Gleichung des vierten Grades, 
die Wurzel nicht gerechnet. Denn dafs den Gleichungen 
durch x = y = z ^=^0 genügt wird, sieht man sofort ein. — 
Die Form der Gleichungen, die in Bezug auf die Gröfsen 
a, &, c vom ersten Grade sind, legt den Gedanken nahe, sie 
derart zu ^mbinieren, dafs man a, b, c durch xyz aus- 
drückt. Auf diesem Wege erhält man nach Ausscheidung 
gewisser die Lösung Null ergebender Faktoren die Gleichungen 

a = a?, h = y, c = z 

und damit die Lösung 

X ^ a, 3/ = 6, z ^ c. 

Li derselben Weise lassen sich die folgenden Aufgaben 
dieses Anhangs lösen. Allen wird durch x = y = z = genügt, 
bei den einzelnen Aufgaben sind nur die von Null ver- 
schiedenen Wurzeln angegeben. 

ax + bz — cv = oiF^ 



72. 



cy = 

by -\- ex — az = «/^ 
jcz + ay — bx= z^_ 



li. X = a, y = b, z = c. 

'(a + b){x-y) + 2(a - b)z = x^- y^' 

73. (6 + c) (y-z)+ 2(6 - c)x = y^-z^ 

Je + a) {z — x) -t- 2(c — a)y =^z^— x^^ 

L.a; = |(-a4-6 + c), j/=|(a-6-t-c), ^ = -(a-t-6-c). 
Hier findet man zunächst a^ y -\- Zj b^^x + z, c ^^ x + y. 



i. 



\ 



74. 



75. 
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(6 + c) (^ - y) + (a - 6) y = 2 (a: - yf 

{c + a){y -';?) + (6 - c)e « 2{y - ef 

l{a+ h) {e -- x) -^ {c - a)x =^2{e -■ x)\ 

Man findet hier zunächst a=^ — x + y + z n.s.w. 

(a + 6) (a: + y) - (& + c);? = 2y/ 
(6 + c) (y + -sr) — (a + c)a:= 2a;jgf 
L(a + c) (a? + ;er) — (a + 6)y= 2rcy. 
L. wie in 74. 



76. 2cy -{c + a- V)x == 2y« 
_2aj8f — (a + 6 — c)y = 2;er*_ 

L. wie in 73. 

"(-a + 6 + 2c)a: + (a-6 + 2c)y + (a + 6 + 2c> = 2(a;Hy*) 

77. (-a + 26 + c)a; + (a + 26 + c)y + (a + 26~c> = 2(a;HO 

.(2a + 6 + c)a; + (2a-6 + c)y + (2a + &-c)jgf = 2(i/«+0 J 
L. rc = 6 + c, y = a + c, z ^ a + }>, 

Der bei 71 angegebene^ hier etwas umständliche Weg giebt 
zunächst a « y (— a; + y + j?) u.s.w. Statt diesen Weg ein- 
zuschlagen; kann man die gegebenen Gleichungen nach a^ b^ c 
ordnen^ die Gröfsen X, Yy Z durch die Substitutionen 

l(-x + y + z)^X, ^{x^y + z)=^Y, \{x + y-z) = Z 

einf&hren und die gegebenen Oleichungen in der Form 
schreiben: 

X(a-X)+ YQ)- Y) + 2{X+ r+ Z; (c- -Z) = Ou.s.w. 

Sieht man dann 

a-X l-Y c-Z 

als die unbekannten an^ so erkennt man sofort ^ dafs diesen 
Gleichungen genügt wird durch 

d. h. a = X = — (— a: + y + ;?) u. s.w. 



/ 
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Gleichungen mit Tier Unbekannten. 



78. 



u + V ^S 
a;+M«=8 

-y + **== 4- 



L. a; = 4, 7 
y = 3, 

M = 2, 1 



v = l, 2. 

Maa addiere die beiden letzten Gleichungen, so erhält 
man mit Benutzung der ersten Gleichung ««+ «»=5. Dies, 
mit der zweiten Gleichui^ kombiniert, liefert u imd v. 



79. 



rx + y =12-] 
M + f = 4 
x'+u*=M 

Ly\+v'=bOJ 



li. x = 5, 6 
y = 7,6 
w = 3, 



4 
5 
1 

y 

3 
5 
2 



i; = 1, 3 ^ 

Man eliminiere j/ und v aus der letzten Gleichung mit 
Hülfe der beiden ersten Gleichungen und kombiniere das 
Resultat mit der dritten Gleichung^ so kann man x und u 
bestimmen. 

x:y:z',w = (& + c — a):(a — 6 + c):(a + 6 — c) : (a + 6 + c) 



80. 



.2 



2 



ixr+ y^+ z^+w 



,2 



m" 



1a, x=^ 



z 






y 



w; 






81. 



2>/a''+&'+c* 

Man verfahre ganz^ wie in 5, und setze 

/p = (— a + 6 + c) ^ U.S. w. 

xy = uv 

x + y==52 

u + V = 4t6 

Lx^ + y^ + u^+ v^=2900- 

L. x = 40, 12, 40, 12; t/ = 12, 40, 12, 40; 

w = 30, 30, 16, 16; i; = 16, 16, 30, 30. 



\ 



\ 
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Man bestimme zunächst 

xy = uv = t 

Quadriert man darnach die beiden mittleren Gleichungen^ so 
giebt die Summe der Quadrate mit Benutzung der vierten 
Gleichung eine Gleichung für t Ist t gefunden^ so ist 
xy =^t mit der zweiten Gleichung, uv = t mit der dritten 
Gleichung zu kombinieren. 

Diese und die folgenden Aufgaben, in denen die Gleich- 
heit zweier Produkte aus je zwei unbekannten auftritt, lassen 
sich leicht in Worte kleiden. Aus 

xy = UV 

folgt die geometrische Proportion 

x:u = v:y. 

Für die vorliegenden Gleichungen 81 hat man also: 

Vier Gröfsen bilden eine Proportion. Die 
Summe der äufseren Glieder ist gleich a, die 
Summe der inneren gleich b und die Summe 
der Quadrate aller Glieder gleich c. Wie 
heifsen die vier Gröfsen? — x, w, v, y. 

x + y=-a 



82. 



u + V = b 

xy = UV 

\-x^ + y^ + u^ + v^ = cJ 

L. o; « Y (a + ya^—4tt) 



v = ^{b-yb^-4:t) 



3(a + 6) 

Man verfahre ganz, wie bei der vorhergehenden Aufgabe. 
Zunächst ist xy = uv = t zu bestimmen. Aus der Addition 
der Gleichungen 

(x + j/)3= x^+y^+ Sxy{x + y) 

{u + "f^y =u^+ v^+ 3uv (u + v) 
folgt mit Benutzung der gegebenen Gleichungen 

a^+b^=c + S(a '{b)t u.s.w. 
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Für 
hat man 



83. 



In Worten: Vier Gröfsen bilden eine Proportion, 
X'.U'^uiy, Die Summe der äufseren Glieder 
ist gleich a, die Summe der inneren gleich i 
und die Summe der Kuben aller vier Glieder 
gleich c. Wie heifsen die vier Gröfsen? 

a==:13, 6«11, c = 1368 

X = 10, 3, 10, 3; M « 6, 6, 5, 5; 
V = 5, 5, 6, 6; y « 3, 10, 3, 10. 

x + y=-a 

M + v = 6 

xy=^ UV 

L. sonst wie in 82, nur 

Man hat hier (nach L 376) 

{x + yf-=^a^+y^-\- Axy{x + yY— 2x^y^ u.s.w. 

In Worten: Die Summe der äufseren Glieder 
einer Proportion sowie die Summe der inneren 
Glieder und die Summe der vierten Potenzen 
aller Glieder sind gegeben. Wie heifsen die 
Glieder der Proportion? — x, u, v, y, 

a = 12, 6 = 9, c== 10897 

a; = 10, 2, 10, 2; m = 5, 5, 4, 4; 
t; = 4, 4, 5, 5; y = 2, 10, 2, 10. 

Man findet t = 20, 205. Der letzte Wert von t liefert noch 
vier imaginäre Wurzelsysteme. 

x + y^a 

u + V ^b 
xy =^uv 
oiy" + y^ + w^ + i;^ = c-i 
L. wie in 82, nur 

10(a + 6) 



Für 
hat man 



84. 
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Hier ist ebenfalls die in I. 376 angegebene Formel zu 
benutzen: 

(x + yy=- x^+ y^+ 5(x + yfxy - 6(x + y)x^y^. 

In Worten: Die Summe der änfseren Glieder 
einer Proportion^ die der inneren und die 
Summe der vierten Potenzen der vier Glieder 
sind gegeben. Wie heifsen diese Glieder? — 
X, u, V, y. 

a = 8, & « 7, c = 9075 

t - 12, 45, 

^ = 6, y =» 2, M = 4, t; = 3 u. 8. w. 

Der zweite Wert von i giebt imaginäre Wurzeln. 



Für 

ist 

also 



85. 



86. 



- xy = uv 

x + y^a 

u + V '^b 
■ux 4- vy = c-l 
L. wie in 82, nur 

• 

~ xy=^uv ~ 
x + y^a 

x-\-u 



= c 



T (ac — h)c hc — a (hc — a)c ac 



-5 



-1 



Die Aufgabe ist nur scheinbar quadratisch. 

In Worten: Wie heifsen die Glieder einer Pro- 
portion, wenn die Summe der änfseren Glieder 
den Wert a, die der inneren den Wert b und 
der Quotient aus der Summe der beiden ersten 
Glieder und der Summe der beiden letzten 
Glieder den Wert c besitzt? — x, Uy v, y. 
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87. 



u + v = 

.«/2 + t;2 : 



a- 
h 

'- c 



, ai^c — ä^^hr .^ hiii — ^ — ar 



Hier ist gesetzt a; — y = ^ und «^ — t; = ^'. Sind dann 
mit Hülfe der beiden ersten Gleichungen die Unbekannten 
durch i und t^ ausgedrückt, so sind die Werte zu sub- 
stituieren in den beiden letzten Gleichungen. Daraus folgen 
dann i und t\ 



88. 



M* + i;* == 6 

'X + y + u + V 



= c-i 



L. X 






u = 



t^ 



c*-2(a + b)c* + (a-by 
4c* ' ' 



Hier ist gesetzt 2xy = 2wt; = ^. Das liefert für t die 
Gleichung 

Ya + t+yb + t^c. 

Ist ^ gefunden, so ergeben sich mit Hülfe der beiden ersten 
Gleichungen die Unbekannten selber. 



89. 



xy = UV = a 

X + y + u + V '^^b 
jc^ + y^ + 1*^ + «;^ = c. 



s 
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w « 1(6 - ^ +y(b - ty-16a\ 

Hier setze man (x + y) — (u + v) ^t und bestimme 
zonäclist t Wie leicht zn sehen^ hat man 

(1) x + y^-^7 u + v=--^' 

Die Addition dieser beiden^ zuvor quadrierten^ Oleichungen 
liefert; unter Berücksichtigung der Werte von xy^ uv, 
x*+ y^+ u*+ v^y die Gleichung für t Kombiniert man die 
Oleichungen (1) bezüglich mit 

xy = a und uv = a, 

so erhält man die Unbekannten selber, wie angegeben. 

In Worten: In einer Proportion ist das Produkt 
der äufseren wie das der inneren Glieder 
gleich a, die Summe aller Glieder gleich b, die 
Summe ihrer Quadrate gleich c. Wie heifsen 
die Glieder? — x, u, Vj y. 



90. 



xy = uv^a 
X + y + u + V = b 
jx? + y^ + u^+ v^= c^ 
L. wie in 89, nur 



^=V 3& 



Die Auflösung geschieht in derselben Weise, wie bei 89. 
Man benutzt hier, wie bei den beiden folgenden Aufgaben, 
zweckmäfstg die in I. 376 angegebenen Binomialformeln, von 
denen auch schon in 82, 83 und 84 Gebrauch gemacht ist. 

In Worten: In einer Proportion ist das Produkt 
der äufseren (oder der inneren) Glieder gleich a^ 

Bardey, Algebraische Gleichmigen. 5. Aufl. 26 
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die Summe aller Glieder gleich b, die Summe 
ihrer Enben gleich c. Wie heifsen die Glieder? 
— X, u, V, y, 

xy ^ UV ^ a 

91. x + y + u + v '^b 
-^ + y* + w* + t;* = c_ 
L. wie in 89, nur 

t ^ySa - 36*+ 2>/2(2a - 6«)«+ 2c. 

In Worten: Wie heifsen die vier Glieder einer 
Proportion, in der das Produkt der inneren 
(oder der äufseren) Glieder gleich a, die Summe 
aller Glieder gleich b und die Summe ihrer 
vierten Potenzen gleich c ist? — x, u, «;, y. 

xy »^ UV =^ a 

92. X + y + u + v='b 
.x^+y^+u^+v^---cj 
L. wie in 89, nur 

In Worten: Wie heifsen die vier Glieder 
einer Proportion, in welcher das Produkt der 
inneren (oder der äufseren) Glieder gleich a, 
die Summe aller Glieder gleich b und die 
Summe ihrer fünften Potenzen gleich c ist? — 
X, u, V, y, 

"xy = uv = a 

93. x + u = b 

. y + v = c J 

L.x^^b(l + r), 



i.=.i6(l-r). 



y=^c(l-r), 



-V 



1- 



4a 
bc 
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Aus der ersten Gleichung hat man 



UV 



y 
Dies, in der zweiten Gleichung substituiert , giebt bei Be- 
nutzung der dritten Gleichung 

u b 

y "^ c' 
Daher setzt man am einfachsten 

u = bt y^ct 

Wegen der beiden letzten Gleichungen hat man dann auch 

Diese Werte sind in der ersten Gleichung zu substituieren^ 

so erhält man t 

In Worten: In einer Proportion ist das Produkt 
der äufseren (oder der inneren) Glieder, die 
Summe der beiden ersten Glieder und die 
Summe der beiden letzten gegeben. Wie 
heifsen diese Glieder? — x, w, v, y. 

xy = UV = a 



94. 



X + y + u + v = b 

L(x + uy+(jf + vy^cj 

L.x=^^(b + t)(l + r) 



y = i(6-^)(l-r) 



Hier ist (x + u) — (j^ + v) = t gesetzt. Dann hat man 
wegen der zweiten Gleichung 

(1) x + U^^(b + t) y + v=^^{b-^t). 

Die Addition dieser Gleichungen nach yorhergegangener Qua- 
dratur liefert bei Benutzung der dritten Gleichung den Wert 
für t Damit ist dann wegen der ersten Gleichung und wegen 
der Gleichungen (1) diese Aufgabe auf die yorige reduciert. 
In Worten: Das Produkt der äuferen (oder der 
inneren) Glieder einer Proportion ist gleich a, 

26* 
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95. 



96. 



97. 



die Summe aller Glieder gleich b] addiert man 
das Quadrat der Summe der beiden ersten 
Glieder und das der Summe der beiden letzten^ 
so erhält man c. Wie heifsen die Glieder? — 
X, u, Vy y. 

xy^uv = a 

J^x + u)^ +{y + vf = c. 
L. wie in 94, nur 



t 



-V 



4c-&' 



3& ' 

xy = uv ^ a 

X + y + u + v = b 

L. wie in 94, nur 



'-y^0^.- 



CJ 



In Worten: Das Produkt der äufseren (oder der 
inneren) Glieder einer Proportion, die Summe 
aller Glieder und die Summe der vierten 
Potenzen der Summe der beiden ersten und 
derjenigen der beiden letzten Glieder sind 
gegeben. Wie heifsen die Glieder? — x, u, v, y. 

xy ^ UV 

X + y + u + v^=a 
x^ + y^ + u^ + v^ = h 
-^ + y* + w' + t?* = c 

L. x-=^\{a + r+)/(a + ^)^-16^) 
j/ = J (a + r - y(a + r)»- 16^) 
t* = I (a - r + i{a-rf-Voi) 
t? = i (a - r - /(a-r)2- 160 



3a 



t 



a'— 3a6 + 2c 



6a 



B. Gleichungen mit Tier Unbekannten. 
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Hier ist gesetzt 

(1) xy^uv^^t 

(2) (x + y)--(u + v)^r. 

Nachdem die unbekannten aus den beiden ersten Gleichungen 
durch i und r bestimmt sind^ wie in der Lösung angegeben^ 
erhält man aus den beiden letzten Gleichungen fSLr t und r 



(3) 



a«+r«= 2(6 + 40' 
a»+3ar*=4(c + 3a0 

Man hat nämlich auf Ghund von (2) 

Diese Gleichungen sind erstens zu quadrieren, zweitens zu 
kubieren und in beiden Fallen die gegebenen Gleichungen 
nebst der Gleichung (1) zu benutzen, so erhalt man die 
Gleichungen (3), aus welchen r und t zu bestimmen sind. 

Einkleidung der Aufgabe: In einer Proportion 
sind die Summe der vier Glieder, die Summe 
ihrer Quadrate und die Summe ihrer Kuben 
gegeben. Wie lautet die Proportion? — 
x:u==v:y. 



98. 



xy = UV 

x + y'{-u + v = a 

x^+ y^+ «*^+ v^=b 

L-a?* + y* + w^ + t?*== cJ 
L. wie in 97, nur 

r = YäöF+W+W, i = J(a« + r'), 

Die Oleichnngen für r und t nelunen liier die Form an 
af- + 6o»r» + r* = 8(c + 2(a« + r»)< - 4<«) 
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99. 



Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der yier Glieder^ die Summe ihrer Quadrate 
und die Summe ihrer Biquadrate gegeben. 
Wie lautet die Proportion? — x:u=^v:y. 

xy^=^uv 

^ + y* + w* + t^* = & 
L^+ y^+ '^^+ v^= c-l 
L. wie in 97, nur 



Y 6a 



-16c 



Die zweite Gleichung für r und t wird hier 



16 



100. 



Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der yier Glieder, die Summe ihrer Quadrate 
und die Summe ihrer fünften Potenzen ge- 
geben. Wie lautet die Proportion? — ir:w = v:y. 

xy = uv 

x+y+u+v=a 

i'^+y^+ u^+v^=b 

L. wie in 97, nur 



r.y.'+% 



< = 



a' 



b + r' 



Sa 



Die Gleichungen für r und t nehmen hier die Form an 

{(o» + 3ar«) - 6 + 3o< 
|(o* + 6oV« + r*) = c + 2<(a* + r») - 4<* 
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101. 



Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der vier Glieder, die Summe ihrer Kuben und 
die Summe ihrer Biquadrate gegeben. Wie 
lautet die Proportion? — xiu^^viy. 
xy ^ UV 

x+ y + M + ü — a 

x^+^+u^+ «;'=6 

L. wie in 97, nur 



Sa 



< = 



6a 



••=l/(^ 



+ 5&)«-36ac 



5 



Die Gleichungen fSLr rund t werden hier 

^(a«+ 10aV>+ 5ar*) ^c + J(a»+ 3ar*)^ - 5a<«_ 

Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
aller vier Glieder, die Summe ihrer Kuben und 
die Summe ihrer fünften Potenzen gegeben. 
Wie lautet die Proportion? — xiu^^viy, 

xy = UV 

X + y + u + v==a 

ux + vy =^h 

L^* + y^+ u^+ v^=c-^ 

L.x^^(l + t)(a + t') 

y=T(i-0(«"-O 

t* = i(l-0(« + O 

Ans der ersten öleichong ergiebt sich die Proportion 

x:u = v:y, 



102. 



t=y^i,t'=^V2c + U-aK 



man kann also setzen 



X V 



(1) 



d. h. a; = Wjg? v = y^. 
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B. Gleichmigen mit vier unbekannten. 



Dadurch gehen die drei letzten Gleichungen über in 



(2) 


1 ** 




(3) 


u^ + f-l 


• 


(4) 


y+y'-ii.*_ 




Die Gleichung fOr nimmt demnach die Form an 


(5) 
oder 




5 c 

z 1 + z*' 



'-if-ih (^gi- 1- 153) 



(6) 

Nun werde gesetzt 

(7) 

Dann ist nach (6) 

(8) 
(9) 



'=1/ 



c-25 



C4-25 



c~26 
C + 2& 



1 + ^ 



= ^ 



;? = 



1-^ 

1 + *" 



Da z hiermit gefunden ist^ so sind noch u und y zu suchen 
aus (2) und (3). Man hat zunächst 



(10) u-,=]/V'-äTÖ« = lTlV^*-«"+'HI + ^)- 

Nun ist wegen (5) 

1 + ;?» 



i+' 



c 



also 

(11) 



w 



-y==^y4.h-a*+2c. 



Die Wurzelgröfse werde gleich t^ gesetzt; so dafs man wegen 
(2) und (11) hat: 



(12) 






a 



t' 

1+«J 
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Nach (9) ist aber 

Mithin geht (12) über in 

w + y==-a(l + 



Hieraus endlich 



(13) 






Nach (1) hat man daher für die anderen unbekannten und 
mit Benntzung von (9) 

(14) 



t? = y^ = y~5 = y(a-r)(l-0. 

Die Gleichungen (13) und (14) liefern die Unbekannten, 
i¥ie oben angegeben. Als Wurzelgrofsen sind t und f 
doppeldeutig; so dafs z. B. für x die folgenden vier Lösungen 
gleich möglich sind 

^(l+tXa+f), i(l_<)(a+<'), |(l+0(«-O, |(l-0(«-<'). 

Entsprechendes gilt natürlich für die anderen Unbekannten. 

Die Auflösung wäre einfacher geworden, wenn man 
gleich von vornherein 

' y "" 



X 

u 



1-t 



also 






gesetzt und die Gröfsen l, X und V bestimmt hätte. Dafs 
aber gerade diese Substitution vorzunehmen war, um die Auf- 
lösung möglichst einfach zu bewerkstelligen, war nicht leicht 
zu übersehen; die oben gemachte lag wenigstens näher. 
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B. Gleichimgen mit vier unbekannten. 



103. 



Auch diese Aufgabe läCst sich leicht in Worte kleiden: 

Die Summe aller Glieder einer geometrischen 
Proportion^ die Summe der Produkte aus den 
Gliedern je eines Verhältnisses und die Summe 
der Quadrate aller sind gegeben. Wie lautet 
die Proportion? — xiu^^^viy. 

xy = uv 

X + y + u + v = a 

ux + vy^^b 

■^ + y^ + u^ + v^=^c-i 

L. sonst wie in 102, nur 



t 



= ]/? 



-18a5-4c + 2r 



8a< 



:.-!/: 



— 2a»+9a64-2c4-r 



3a 



r =.ya\a^- 96)«+ 4c(a»+ 9ab + c). 

Man schlage den in 102 angegebenen Weg ein. Der 
dort aufgestellten Gleichung (4) entspricht hier die Gleichung 



3 



w' + r = j 



+ z^ 



Man findet dann für z durch EUmination von u und 2^ die 
Gleichung 



g' 2c 



35 

* 

z 



1-z + z* 

um hieraus z zu bestimmen, hat man wie in der Aufgabe 
102 oder nach I. 394 (11) zu setzen 

i + t 



= 



i-t 



104. 



In Worten: Die Summe der vier Glieder einer 
Proportion, die Summe der Produkte aus den 
beiden Gliedern je eines Verhältnisses und die 
Summe der Euben aller Glieder sind gegeben. 
Wie lautet die Proportion? — x:u = v:y. 

r x + y-==a -\ 

u + v=ib 

xy + uv = c 

Lxu + yv^dJ 
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Als Wurzelgröisen sind t und t' doppeldeutige demgemäljs 
giebt es für die Unbekannten im ganzen vier Wertgruppen. 

Für die Auflösung hat man 

(x + v) + (y + u)==^a + b 

{x + v) ' (ff + u) ^ c + d. 

Daraus folgt 

(x + v) — (ff + u)=- 1. 

Ebenso findet man 

(ir — v) — (y — w) = t* U.S.W. 

r^+ y* =» 

xy + UV = c 
-^u + yv = d J 

L. ic « -| (l/a + c+t + Ya — c — t) 

y = 2^ (y» + c + t — Ya-^c — t) 

^iiV^ + c^^t + Yb-c + t) 



105. 



u 



v=^^{Y^o-i-Vi^^^+i) 



t 



(a«-5«)c + 2cfy(a&--d«)[(a-5)« — 4(c»-ci«)] 



Man setze xy — uv=^ ty so folgen mit Hülfe der drei 
ersten Gleichungen die für die Unbekannten angegebenen 
Formeln. Dann erhalt man t aus der vierten Gleichung^ 
indem man hier für die Unbekannten die gefundenen Aus- 
drücke setzt. Die Gleichung für t wird 

y (a + c + (6 + ^ -■ + y (a - c - (6 - c + = 2d. 
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106.' 



rx^ 


+ f 


= a 


«« 


+ »» 


= 6 


ux 


+ vy 


=- c 


-vx 


+ U1f 


-(? 



..^=y«H 



6 + ct + df 



26 



y 



V- 



b-ct- dt' 



2h 



u 



=]/^ 



b + ct-d^ 



2a 



v=^y^ 



b-ct + df 



2a 



Hier ist gesetzt 



( ^yal-(?. 



ux—vy = t 
vx — uy = t\ 

Dann bestimmen sich die neuen Unbekannten leicht und 
mit ihrer Hülfe auch die ursprünglichen Unbekannten. — 
Sucht man zunächst die Produkte xy und uv, so erlullt 
mm folgende Pormehi für die Unbekannten: 

X = — y=z {Yab + cd + r + l/ab — cd — r), 
y = — — - (l/aft + crf + r —■ Yah — cd — r), 
u = — 7= ("j/aJ + cd — r + Yah — cd + r), 
1; == — ;=:: ("/ab + cd — r — yaft^^^^^d^PT), 

2'j/a 



Man findet nämlich: 



2^j,=^- 



2wt? = 



cd — r 
a 



107. 



-a?^ + j/^ = a-- 

1*2 _|_ |;2 = j 



B. Gleichungen mit Tier Unbekannten. 
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y^^iVa + c + t-Va-c^t) 
u^^(yb + c-t + Yb-c + t) 



108. 



t =xy — UV =»y(?— 4d. 

ic* + y^ == a 

u^ + t?» = J 

xy -\- wo ^ c 
L. sonst wie in 107, nur 



^-~ 2 

Hier ist t zu bestimmen ans der Gleichung 



109. 



2ic 



1 +«* 
2y 

2i« 

1 +t*» 

2t? 



ya + c + t + Yb + c — t = ci. 



= M 



= V 



= a 



T 1-* 



1+* 



1-«« 1-** 1-*« 






1 + «*' 



1 + *' 



Indem man von der vierten Gleichung ausgeht, hat man 
mit Hülfe der korr. Addition 



1-v y l-a 

i + ^^l/H^^I/ 

1"U V 1-v V ; 



l + g 
l-a 



u. s. w. 
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B, Gleichnngen mit vier Unbekannten. 



HO, 



X + y = u 
x + u^v 

U — V 



L, x^ 



m 



ya*+4a+5 



j y^(a+l)x,u^(a + 2)x,v^(a + S)x. 



111. 





x + y^ 


= «; 




x + u = 


= y 




dx — v 
3y-w 


= a 


x' 


+ y'+u' + 


t?* = 



15m> 



T (2a4-l)t» (2— a)» (1— Sa)» ,. (a + 3)w 



112. 



ysHi 



l-v+i 



ya' + l 



^«'+1 



r(* + y)* + («* + <')* •= «" 

(« + »)*+(y+«)»=c 

L. x=^(m +y2a-m^ + ^26 - w* + ^26 - m*) 
y =i(m +-}/2a - m» - y2& - m* - y2c - ♦»*) 
« =,i (w -1/2«-»»» + 1/2& - »»2 - i/2c - ♦»*) 
t, = j (w -y2a - m« — >/26 - »»» + 1/26 - m*) 



Aach liier sind die Wurzelgröfsen doppeldeutig und 
von eiuimder unabhängig. Demgemäfe hat man im ganzen 
acht Lösimgen. — Um die angegebenen Formeln fär die 
Unbekannten zu erhalten, hat man die letzte Gleichung mit 
jeder der drei ersten der Reihe nach zu kombinieren. Da- 
durch findet sich 



(^ + 2/) — («* + v) = )/2a — m^ u. s. w. 
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113. 



X 



y+«^ 



u — a 
a 



u — h 



z 



u — c 



x-\-z 



Ä + y 



{a + 1 + cf {x^ + y^ + z^ + A{x + y + zf u^ 



m 



9 



L. a? = 



(6 + c — a) iH 



y 



z — 



2 (a + 5 + c) yV + F+c* 
{a — h-\-c)m 

(a + 5 — c) w 



} U^ 



a + b + c 
2 



2 (a + 6 + c)yä*+T*+^ 

Mau bildet zuiulchst 

e a x-\-y-fz u 

Die Addition der so erhaltenen Gleichungen liefert u. Femer 
folgt aus der Kombination derselben 



X 



— IL, (x + y + z) u. s. w. 



Da u bekannt ist, so ergiebt sich die Summe x + y + z 
aus der vierten Gleichung. 



114. 



X 



y+e 
y 

X-\'Z 

z 



2a — u 
a — 2u 

2b — u 
b — 2u 

2c — u 



a?4-y c — 2u 

ji? + y^ + ^* == w? 

T Am 

h, X = 



y- 



z = 



Bm 

yA^+B*+C* 

Cm 
yA^+B^+C^ 



A^ 



B« 



c= 



2a — u 



3(a- 


^u) 


2b- 


-u 


3(&- 


-u) 


2c- 


-u 



Z(c — u) 



a-{-b-{-c 



Man hat zunächst 



(1) 



X 



2a — u 



x-{-y-{-z 3(a— t*) 



u. s. w. 



416 B- GleichTmgen mit vier unbekannten. 

Die Addition der so mngeformteii Gleichungen liefert 

Da 2a—-u^a-'U + axLB.w, ist, so labt sich diese 
Gleichung anch so schreiben: 



a — u h — u c — u 

Sie Uefert u, wie oben angegeben. Ist u gefdnden, so folgt 
aus (1) weiter 

(2) x--^ Ä(x + y + 0) u. s. w., 

indem die Gröfsen Ä, B, C die oben in der Lösnng angegebene 
Bedentnng haben. Die Werte ftir x, y, z in (2) sind in der 
vierten der gegebenen Gleichungen zu substituieren, so er- 
hält man 

x + y + is 



und daher wegen (2) die unbekannten selber, wie angegeben. 
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Yorbemerknng. Die Zahl links Tom Strich giebt die 
Nninm«- der Aufgabe in der Aufgabensammlung; die Zahl 
rechts vom Strich giebt die Nummer der entsprechenden 
Aufgabe hier in den Algebraischen Gleichungen. Sie steht 
im ersten, zweiten oder dritten Tdil, je nachdem sie eine, 
zwei oder mehrere unbekannten enthalt. Eine Einklammerung 
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sondern nur einander ähnlich sind. Fetter Druck der rechts 
stehenden Zahl weist auf allgemeinere bei der betreffenden 
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1. 

Quadratisehe Gleiehnngen mit einer Unbekannteii. 

Aufgabensammlung XXV. Algebraisohe Gleiehnngen L 



30 
31 
32 
36 
37 



16 

17 

20(18) 

24 



38 
39 
40 
41 



Erste Stufe. 
62 



31 
84 

37 



42 
50 
54 
55 



67 

39 (88) 
38 



56 

57 

59 

109 



146 


162(158,158,) 153 


105 


164 


165 173 


147 


163 154 


(105) 


165 


165 174 


148 


88 155 


108 


166 


165 175 


149 


86 156 


(108) 


170 


(172) 176 


151 


86, (86) 159 
105^ (105) 163 


lOSi 


171 


(165) 177 


152 


165 


172 


91 178 



40 

41 
(171, 171,) 
(98) 



106, (105) 
106 (105) 

91, 
91, . 



91. 
188* 



Bardey, Algebridsohe Gleiohimgen. 6. Aofl. 



27 
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Register. 



187 


127 


197 


299 


201 


212 


206 


133 


188 


126 


198 


218 


202 


130 


206 


(165) 


189 


130 


199 


219 


203 


142 


207 


148 


190 


150 


200 


220 


204 


185 


208 


152 



209 1 125i 215 1 125, 225 1 125, 



229 1 125^ 



Zweite Stufe. 



1 
2 
4 
5 



33 

33i 

45 

48 



6 

7 
8 



53 
58 
65 



9 
10 
11 



22 


116 


26 


113 


32 


23 


112 


27 


(12 u. 108) 


33 


24 


114 


28 


174 (172) 


34 


25 


115 


29 


(172c.) 


35 



81 
70 



165.8 
165.9 
187 

177 



12 
13 
14 



78 

71 

78 



36 
37 
38 



182 
185 
213 (92) 



39|256 (255) 40|257 41{255 42|254 



80 
81 
84 



807 

308 
306 



85 
86 



288 (287) 
288 



87 
88 



289 (288) 

(345) 



89 
184^ 



345 

(373J 



Aufgabensammlung XXV B. Algebraische Gleiehungen L 



7 
26 
27 
28 
29 
30 



252 

261 

263 

(261) 

267 
269 



30i 

31 

32 

33 

34 

35 



279 
(276) 
272 
275 
273 
294i 



36 
37 

38 
42 
43 
44 



294 
295 
298 
366 (865) 

367 
371 



45 
46 
47 
48 
49 
50 



368 

370 

373i 

373, 

373, 

373^ 



52 
53 
54 



428 

428i 
428. 



55 


428^ 


62 


56 


196 


66 


57 


197 


67 



205 


69 


194 


216 


73 


195 


(216) 







80i 

80, 

81 

82 

83 

84 



428 

428i 
394 

397 
398 
400 



85 
86 
87 
88 
89 
90 



401 

399 

403 

403i 

403, 

403. 



91 

92 

93 

94 

94, 

94, 



403^ 95 

403, (396) 97 

403, 98 

396 99 

428, (428.) 100 
428^ 



426 
303 
433 
482 
434 



J 



Begiater. 



419 



101 


409 (894, 406) 


107 


414^ 113 


418i 


121 


442 


102 


414i 


108 


414^ 114 


415 


122 


386^ (886) 


103 


424 


109 


422 115 


418 


123 


386, 


104 


425 


110 


(420) 116 


439(435) 


124 


389 


105 


421 


111 


423 119 


441 


125 


387 


106 


414^ 


112 


417 120 


440 


126 


388 



2. 

Quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten. 

Aufgabensammlung XXVII. Algebraisehe Gleiehungen II. 



41 
47 
56 
57 
60 
61 
62 
66 



(2) 

5 

7 

10 
11 
32 
14 



67 
70 
71 
72 
73 
74 
84 
85 



Erste Stufe. 



16 
47 
49 
45 
46 
27 
36 
34 



89 
106 
107 
108 
109 
110 
111 
112 



81 
65 
25 
63 
24 
68 
84 
173 



113 
114 
116 
117 
118 
120 
121 
122 



367 

171 

(211) 

58 

13, 

230 

229 

227 









Zweite 


Stufe. 


' 


1 


36 


17 


161 (158i) 


33 


52 


48 


3 


(36) 


18 


158, 


34 


111 


49 


4 


(37) 


19 


158 


35 


53 


50 


5 


(39) 


20 


111 


36 


55 


51 


7 


(37) 


21 


53 


37 


86 


52 


8 


(178) 


22 


55 


38 


104 


53 


9 


114 


23 


86 


38, 


127, 


54 


10 


116 


26 


23 


39 


102 


58 


11 


(114) 


27 


31 


39, 


212, 


59 


12 


118 


28 


22 


40 


107 


60 


13 


119 


29 


232 


45 


134 


61 


14 


77 


30 


231 


46 


135 


67 


15 


160 


32 


231, 


47 


174 


68 


16 


80 




A 









341 

348(348) 

344 

346 

351 

353 

325, 

323 

32^ 

324 

321, 

320 

320, 



420 



Begister. 



3. 

({nadratisclie Gleichungen mit drei und Tier Unbekannten. 

Aufgabensammlung XXYIII, Älgebniisehe Gleiehungen III. 



1 
2 
3 
4 
6 
7 



5 
4 
1 

8 

14 
12 



A. Mit drei Unbekannten. 



8 
9 

10 
11 
12 
13 



15 
17 
18 
19 
20 
21 



14 

15 
16 
17 
18 



22 
28 
29 
35 
37 



19 
20 
21 
22 
23 



48 




49 

(51) 







B. Mit 


Tier Unbekannten. 




24 


78 


28 


93 32 


104 36 


HO 


25 


79 


30 


88 33 


105 36 


111 


27 


86 


31 


107 34 


106 





Druckfehler. 



2c 



S. 169, Anfg. 430 ließ -^ — - statt 



2e 



c«-l 



c«-l 



^«^ '•'■■.■ C-E|)'-.(S)+'*"'&:D'-(i^J)+'. 

„ 212, Aufg. 66 „ a;=i(V5+5+|/5^ statt a;=4(V«^H V«^)' 
„ 369, „ 15 „ x*yz^a statt x*xz = a. 
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